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Resumen

Dado un espacio métrico X y un número natural n, definimos el n - ésimo
producto simétrico de X, Fn(X), como el conjunto formado por todos los subcon-
juntos no vaćıos de X con cardinalidad menor o igual que n, a este conjunto lo
dotamos con la métrica de Hausdorff. En este trabajo estudiamos los productos
simétricos de espacios euclidianos desde el punto de vista de la Teoŕıa de funciones
geométricas y sus encajes bi-Lipschitz en espacios euclidianos.
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Abstract

Given a metric space X and a natural number n, we define the nth symmetric
product of X, Fn(X), as the set of all nonempty subsets of X with cardinality
at most n. This set is endowed with the Hausdorff metric. In this work we study
the symmetric products of Euclidean spaces from the point of view of Theory of
geometric functions and their bi-Lipschitz embeddings into Euclidean spaces.
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Introducción

La topoloǵıa es una de las ramas más jóvenes de las matemáticas, dedicada,
dicho de una manera informal, al estudio de aquellas propiedades de las figu-
ras que permanecen invariantes, cuando dichas figuras son plegadas, dilatadas,
contráıdas o deformadas, de modo que no aparezcan nuevos puntos o se hagan
coincidir puntos diferentes.
Dentro de la topoloǵıa existe una ĺınea de investigación dedicada a la Teoŕıa
de los Hiperespacios. Y dentro de la Teoŕıa de los Hiperespacios existen los lla-
mados productos simétricos, los cuales fueron introducidos por los reconocidos
matemáticos K. Borsuk y S. Ulam y han sido estudiados desde diversas ópticas,
por ejemplo se han estudiado propiedades topológicas como la conexidad local,
arco-conexidad, aposidésis, propiedad del punto fijo, homogeneidad, entre otras;
aśı como también han sido estudiados desde el punto de vista de Teoŕıa de fun-
ciones geométricas. Otro hiperespacio que es de alta importancia, que ha sido
ampliamente estudiado y tiene múltiples aplicaciones en análisis es el hiperes-
pacio de subconjuntos cerrados no vaćıos de un espacio X, 2X . Los productos
simétricos son muy importantes debido a que constituyen una sucesión creciente
de subconjuntos de 2X , por lo que estudiar los productos simétricos nos ayuda
a entender 2X . En el presente proyecto abordaremos los productos simétricos de
Espacios Euclidianos.

El Caṕıtulo 1 está dedicado a explicar algunas definiciones básicas, se tiene
una sección dedicada a tratar de comprender intuitiva y geométricamente las
ideas de las pruebas de algunos resultados clásicos escritos en [15], por R. Moslki,
en los cuales demuestra que F2(I2) es homeomorfo a I4 y para n ≥ 3, Fn(I2) no
es homeomorfo a ningún subconjunto de R2n y F2(In) tampoco. Adicionalmente
se abordan las isometŕıas de los productos simétricos y se demuestra que todas
las isometŕıas definidas en Fn(Rn) son inducidas de isometŕıas en Rn.

El Caṕıtulo 2 conforma la parte sustancial de este trabajo y está compuesto
por resultados que se obtuvieron como parte del trabajo de investigación que se
realizó durante la maestŕıa, en los cuales probamos que Fn−1(X) es un retracto
(6n + 1)-Lipschitz de Fn(X) para X un m-odo simple, y que si X es un árbol
entonces Fn−1(X) es un retracto 4-Lipschitz de Fn(X) para n ≤ 3.

15
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Antecedentes

Dentro de la Topoloǵıa, la Teoŕıa de los Hiperespacios apareció en la década
comprendida entre 1910 y 1920 aproximadamente, con los trabajos de F. Haus-
dorff y L. Vietoris. Fue en 1931 cuando K. Borsuk y S. Ulam introdujeron los
productos simétricos en [5] y desde entonces han sido estudiados por muchos
autores véanse por ejemplo [1], [6], [7], [9] y [15].

Cuando K. Borsuk y S. Ulam dieron la noción de los productos simétricos
probaron que Fn(I) es homeomorfo a In para n = 1, 2, 3; donde In denota la
n-celda, pero para n ≥ 4, Fn(I) no es homeomorfo a algún subconjunto de Rn.
Recientemente en 2010 M. Borovikova, Z. Ibragimov y H. Yousefi probaron en [4]
que F4(R) se podia encajar en R5, en este trabajo también se interesaron por el
estudio de encajes Lipschitz en espacios euclidianos de productos simétricos de
la recta real y el estudio de sus isometŕıas.

Después en 2015 L. V. Kovalev en [12] no sólo se interesa por el estudio de
encajes Lipschitz en espacios euclidianos de productos simétricos de la recta real,
sino también de productos simétricos de espacios euclidianos, art́ıculo en el cual
prueba los siguientes resultados:

Teorema 0.0.1. Fn(R) se puede encajar en Rm mediante un encaje bi-Lipschitz
con m = 2b(e− 1)n!c.

Teorema 0.0.2. Fn(Rd) se puede encajar en Rm mediante un encaje bi-Lipschitz
con m = 2(n+ 1)d−1b(e− 1)n!c.

En este art́ıculo dedica una sección al estudio de retracciones Lipschitz en
productos simétricos; además ha escrito otros art́ıculos como [2] junto con M.
Bacák y [11], en los cuales estudian retracciones Lipschitz en productos simétricos
de espacios de Hadamard y en [13] sobre espacios de Hilbert.

Un poco más tarde, en 2015 N. Chinen en [10], contestando a una pregunta
hecha por M. Borovikova y Z. Ibragimov en [3], prueba que cada isometŕıa en
Fn(X) es inducida por una isometŕıa en X, esto cuando X es un espacio euclidiano
o una esfera con las métricas usuales. Además, también prueba que F2(R2) es bi-
Lipschitz equivalente a R4.

17
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Hipótesis y Objetivos

En este proyecto estamos interesados en analizar algunas propiedades que
tiene el hiperespacio Fn(X) con n un número natural y X un espacio métrico,
partiendo de las siguientes hipótesis:

1. Es posible caraterizar los espacios X para los que Fn−1(X) sea un retracto
Lipschitz de Fn(X).

2. Las isometŕıas de Fn(X) son inducidas por isometŕıas de X.

El objetivo general de este trabajo es estudiar los productos simétricos de espacios
métricos desde el punto de vista de la Teoŕıa de funciones geométricas y funciones
Lipschitz.

De manera mas espećıfica nuestro objetivo es demostrar que Fn−1(X) es un
retracto Lipschitz de Fn(X) cuando X es un árbol.

19
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Metodoloǵıa

El trabajo de investigación se realizará en la Facultad de Ciencias de la Univer-
sidad Autónoma del Estado de México (UAEMéx), bajo la direccion de los tutores
académicos, Dr. Enrique Castañeda Alvarado y Dr. Fernando Orozco Zitli.

La Facultad de Ciencias de la UAEMéx, cuenta con una biblioteca, que con-
tiene una colección de libros especializados en el área en que se va a realizar la
investigación. La tesista podrá hacer uso de esta facilidad aśı como del laboratorio
de cómputo, el cual está equipado con computadoras y acceso a la red de inter-
net, aśı como con paqueteŕıa diversa que permite, la preparación automatizada
de textos matemáticos (LATEX).

Al inicio de las actividades, la tesista llevará dos cursos obligatorios Álgebra
Moderna y Análisis Real y Complejo, los cuales son necesarios para su formación
matemática. Más adelante cursará Topoloǵıa I y II, Hiperespacios de Continuos
y Temas Selectos de Teoŕıa de Hiperespacios los cuales son fundamentales para
complementar la investigación. Aśı mismo, a lo largo de la maestŕıa, la tesista
asistirá y participará en el Seminario Interdisciplinario, donde alumnos del pos-
grado exponen, discuten y complementan sus temas de investigación. También
llevará Actividades de Investigación de Maestŕıa del I al VI, en tales, se desa-
rrollará el material que compondrá la tesis y en donde primero se ocupará de
revisar la bibliograf́ıa necesaria y leer cuidadosamente algunos art́ıculos bajo la
supervisión de los tutores y finalmente en un seminario con ellos se discutirán
los resultados obtenidos, para su posible publicación en una revista indizada y
escritos detalladamente en la tesis.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Notación

N denota el conjunto de los números naturales.

R denota el conjunto de los números reales.

R+ denota el conjunto de los números reales positivos.

I denota el intervalo cerrado [0, 1].

Sea n ∈ N, Sn denota la esfera de dimensión n.

Sean X un espacio con métrica d y con la topoloǵıa inducida por su métrica,
A ⊂ X, a ∈ X, f : X → X una función y ε ∈ R+.

|A| denota la cardinalidad de A.

Bd(a, ε) denota la bola abierta de radio ε con centro en a

Bd(a, ε) denota la bola cerrada de radio ε con centro en a

FrX(A) denota la frontera del conjunto A en X.

IntX(A) denota el interior del conjunto A en X.

f |A denota la función f restringida al conjunto A.

idX denota la función identidad en el conjunto X.

1.2. Conceptos básicos

De ahora en adelante X denotará un espacio métrico con métrica d, salvo que
se espećıfique lo contrario.

Dados un A ⊂ X, a ∈ X y ε > 0. Definimos

23



24 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Sd(a, ε) = {x ∈ X : d(a, x) = ε} ,
Bd(A, ε) =

⋃

a∈A

Bd(a, ε) y

dist(a,A) = ı́nf {d(a, b) : b ∈ A} .
En particular si A es finito tenemos que

dist(a,A) = mı́n {d(a, b) : b ∈ A} .
Dado n ∈ N consideramos

Fn(X) = {A ⊂ X : 1 ≤ |A| ≤ n}
con la métrica de Hausdorff, H : Fn(X)× Fn(X)→ [0,∞), dada por

H(A,B) = ı́nf {ε > 0 : A ⊂ Bd(B, ε) y B ⊂ Bd(A, ε)}
= máx{máx

a∈A
dist(a,B),máx

b∈B
dist(b, A)}

para cualesquiera A,B ∈ Fn(X).

Para cada m ∈ N, denotemos por F(m)(X) al siguiente subespacio de Fn(X),
{A ⊂ X : |A| = m} .
Definición 1.2.1. Decimos que α ⊂ X es un arco si existe h : [0, 1] → α un
homeomorfismo. Si h(0) = a y h(1) = b, entonces decimos que α es un arco que
va de a hacia b.

Definición 1.2.2. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no
vaćıo.

Definición 1.2.3. Una gráfica finita es un continuo que se puede escribir como
la unión de una cantidad finita de arcos, a los que llamaremos aristas, digamos
e1, e2, . . . , en, tales que si i 6= j, ei intersecta a ej sólo en uno o en ambos extremos,
para i, j ∈ {1, . . . , n}. Como por ejemplo, la que se muestra en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Ejemplo de gráfica finita.
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Definición 1.2.4. Un árbol es una gráfica finita sin subespacios homeomorfos a
S1. En la Figura 1.2 se muestra un ejemplo de árbol.

Figura 1.2: Ejemplo de árbol.

Definición 1.2.5. Dado m ∈ N, un m-odo simple es una árbol con m aristas
e1, e2, . . . , em, tales que ei ∩ ej = {v} para cualesquiera i 6= j y v un punto fijo.
En la Figura 1.3 se muestra un ejemplo de un 5-odo simple.

Figura 1.3: 5-odo simple.

Notación 1.2.6. Sean X un árbol. Dados a, b ∈ X,
−→
ab denota el arco que va de

a hacia b.

Definición 1.2.7. Sean X un árbol con la métrica d, la distancia por longitud
de arco, a, b ∈ X y 0 ≤ λ < d(a, b), definimos abλ como el único punto en el arco−→
ab tal que d(a, abλ) = λ. Como se muestra en la Figura 1.4.

Figura 1.4: Representación de abλ.
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Definición 1.2.8. Sean X un árbol con la métrica d, la distancia por longitud
de arco y a, b ∈ X, definimos el punto medio de {a, b}, denotado por PM({a, b}),

como el único punto en el arco
−→
ab tal que d(a, PM({a, b})) = d(PM({a, b}), b).

Como se muestra en la Figura 1.5.

Figura 1.5: Representación del punto medio de {a, b}.

1.3. Ejemplos clásicos

En [15] R. Moslki probó que F2(I2) es homeomorfo a I4 pero para n ≥ 3,
Fn(I2) no es homeomorfo a ningún subconjunto de R2n y F2(In) tampoco. Esta
sección esta dedicada a entender intuitivamente lo que R. Molski lo hizo, para
eso él hace uso del siguiente lema el cual define como elemental.

Lema 1.3.1. El conjunto P = {p ∈ R4
∣∣ p = (ρ cosψ, ρ senψ, υ cosω, υ senω); 0 ≤

ρ ≤ 1, 0 ≤ ψ < 2π, 0 ≤ υ ≤ 1− ρ, 0 ≤ ω < 2π} es homeomorfo a I4.

Demostración. Para la demostración de este lema es de vital importacia enten-
der como es el conjunto P . Las dos primeras coordenadas de cada elemento del
conjunto P nos indican que se trata de una circunferencia de radio ρ. La tercera
y cuarta coordenadas también nos estan diciendo que se trata de una circunferen-
cia pero cuyo radio depende de ρ. Aśı que podemos pensar el conjunto P como
si en cada punto del primer ćırculo formado, pusieramos otro ćırculo cuyo radio
depende de la ubicación del punto, aśı como se observa en la Figura 1.6.
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Figura 1.6: Conjunto P .

Dado p ∈ P , si ψ = 0, entonces p = (ρ cos 0, ρsen0, υ cosω, υ senω) =
(ρ, 0, υ cosω, υ senω), con 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ υ ≤ 1 − ρ y 0 ≤ ω < 2π. Al con-
junto de puntos de esa forma llamemosle C, el cual es un cono y sea A el ciĺındro
circunscrito en el cono C, como se muestra en la Figura 1.7, el cual podemos
describir como

A = {(ρ̄, 0, ῡ, cos ω̄, ῡ sen ω̄)
∣∣ 0 ≤ ρ̄ ≤ 1, 0 ≤ ω̄ ≤ 2π, 0 ≤ ῡ ≤ 1}.

Sea a el punto del centro de la base común de A y C. Definamos las siguientes
funciones

s : C − {a} → C, donde s(x) = −→ax ∩ (Fr(C)) y
t : C − {a} → A, donde t(x) = −→ax ∩ (Fr(A)).

Las cuales son funciones continuas. Definamos µ : C → A, como

µ(x) =





a+
d(a, t(x))

d(a, s(x))
(x− a) si x ∈ C − {a} ,

x si x = a.

(1.1)

Notemos que si x = (0, 0, υ cosω, υ senω) con 0 ≤ ω ≤ 2π, 0 ≤ υ ≤ 1, entonces
µ(x) = x, es decir, los puntos sobre la base del cono quedan fijos. Intuitivamente
lo que hace la función µ es inflar el cono C hasta llenar todo el ciĺındro dejando
la base fija, aśı como se observa en la Figura 1.7.
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Figura 1.7: Efecto de la función µ .

Sea Q = {(ρ̄ cosψ, ρ̄ senψ, ῡ cos ω̄, ῡ sen ω̄)
∣∣ 0 ≤ ρ̄ ≤ 1, 0 ≤ ω̄ ≤ 2π, 0 ≤ ῡ ≤

1, 0 ≤ ψ < 2π}.
Si x = (ρ, 0, υ cosω, υ senω) con 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ υ ≤ 1− ρ y 0 ≤ ω < 2π, tenemos
que µ(x) = (ρ̄, 0, ῡ cos ω̄, ῡ sen ω̄) con 0 ≤ ρ̄ ≤ 1, 0 ≤ ω̄ ≤ 2π, 0 ≤ ῡ ≤ 1, aśı dado
(ρ cosψ, ρ senψ, υ cosω, υ senω) ∈ P definimos la función h : P → Q como

h((ρ cosψ, ρ senψ, υ cosω, υ senω)) = (ρ̄ cosψ, ρ̄ senψ, ῡ cos ω̄, ῡ sen ω̄)

El cual es un homeomorfismo de P en Q. Y como Q es homeomorfo a I4

concluimos que P es homeomorfo a I4.

Teorema 1.3.2. El segundo producto simétrico de I2 es homeomorfo a I4.

Demostración. Consideremos el sistema de coordenadas polares en el plano eu-
clidiano.
Sea D2

r el disco de radio, r ≤ 1. Dados p, q ∈ D2
r denotemos por Lpq la recta que

pasa por p y q y sea s = (rcosψ, rsenψ) el centro del segmento que une a p con
q.
Sea φ el ángulo de la rotación positiva desde el eje x hasta la recta Lpq y llamemos
apq y bpq los puntos de intersección de Lpq con la frontera de D2

r , como se muesta
en la Figura 1.8.
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Figura 1.8: Representación de p, q, s, φ, apq, bpq y Lpq.

Sean u = d(p, s) = d(q, s) y

dpq =
1

2
(d(s, apq) + d(s, bpq)− |d(s, apq)− d(s, bpq)|) = mı́n{d(s, apq), d(s, bpq)}.

Notemos que u = d(s, p) = d(s, q) ≤ dpq y que 1− r ≤ dpq.
Sea P el conjunto de puntos de la forma (r cosψ, r senψ, t cosω, t senω) con 0 ≤
r ≤ 1, 0 ≤ ψ < 2π, 0 ≤ t ≤ u(1−r)

dpq
, 0 ≤ ω ≤ 2φ < 2π donde p, q ∈ D2.

Ahora definamos la siguiente función Φ : F2(D2
r)→ P , como

Φ({p, q}) =





(r cosψ, r senψ, u(1−r)
dpq

cos 2φ, u(1−r)
dpq

sen 2φ) si p 6= q,

(r cosψ, r senψ, 0, 0) si p = q.

(1.2)

Veamos el efecto de esta función, analicemos algunos casos:

Si tenemos que p = q, entonces tenemos que este punto se queda fijo en el
plano xy, como se muestra en la Figura 1.9.
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Figura 1.9: Comportamiento de la función Φ en {p}

Supongamos que p y q estan sobre el eje x. Si s = (0, 0), entonces Φ({p, q}) ∈
{(0, 0, z, 0) : 0 ≤ z ≤ 1}, conjunto que se muestra de color verde en la Figura
1.10

Figura 1.10: Imagen de {p, q} cuando p, q están en el eje x y s = (0, 0).
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Y si sólo sabemos que s está en el eje x, entonces

Φ({p, q}) ∈ {(r, 0, u, 0) : 0 ≤ r ≤ 1 y 0 ≤ u ≤ 1− r} ,
conjunto que se representa con el triángulo de color verde en la Figura 1.11.

Figura 1.11: Imagen de {p, q} cuando p, q están en el eje x.

Si p, q están sobre una recta paralela al eje x, entonces tenemos que Φ({p, q})
pertenece a un triángulo pero de menor tamaño, como ejemplo veáse la
Figura 1.12

Figura 1.12: Imagen de {p, q} cuando p, q están en una recta paralela al eje x.
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De manera mas general la imagen de todos los elementos de la forma {p, q}
con p y q sobre alguna recta paralela al eje x, es el conjunto de puntos de la
forma (r cosψ, r senψ, u(1−r)

dpq
, 0) con 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ψ < 2π y 0 ≤ u ≤ 1−r,

que se muestra en la Figura 1.13 como el cono de color verde.

Figura 1.13: Imagen de todos los elementos de la forma {p, q} cuando p, q están
en cualquier recta paralela al eje x.

Si p y q están sobre alguna recta paralela a la recta identidad, entonces
Φ({p, q}) pertence al conjunto de puntos de la forma (r cosψ, r senψ, 0, u)
con 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ψ < 2π y 0 ≤ u ≤ 1 − r, que se representa con el cono
azul que se muestra en la Figura 1.14.

-

Figura 1.14: Imagen de todos los elementos de la forma {p, q} cuando p, q están
en cualquier recta paralela a la recta identidad.
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Si p y q están sobre alguna recta paralela al eje y, entonces Φ({p, q})
pertenece al conjunto de puntos de la forma (r cosψ, r senψ,−u, 0) con
0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ψ < 2π y 0 ≤ u ≤ 1− r, que se representa con el cono rojo
que se muestra en la Figura 1.15.

Figura 1.15: Imagen de todos los elementos de la forma {p, q} cuando p, q están
en cualquier recta paralela al eje y.

Si p y q están sobre alguna recta paralela a la recta menos identidad, en-
tonces Φ({p, q}) pertenece al conjunto de puntos de la forma siguiente,
(r cosψ, r senψ, 0,−u) con 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ψ < 2π y 0 ≤ u ≤ 1 − r, que se
representa con el cono naranja que se muestra en la Figura 1.16.

Figura 1.16: Imagen de todos los elementos de la forma {p, q} cuando p, q están
en cualquier recta paralela a la recta menos identidad.
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Como Φ es una función biyectiva y continua que va de un espacio compacto a
un espacio métrico tenemos que Φ es un homeomorfismo. Notemos que el conjunto
P esta compuesto de una infinidad de conos (como los que conocemos en R3),
cuyo vértice, de cada uno de ellos, está en el plano zw. Este conjunto P es un
cono en R4, el cual, por el Lema 1.3.1 es homeomorfo a I4. Por tanto F2(I2) es
homeomorfo a I4.

Teorema 1.3.3. Para n ≥ 3, Fn(D2) no se puede encajar en R2n.

Demostración. Sean D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} y U1, U2, . . . , Un−1 discos
disjuntos a pares con centro en x0

i =
(
0, i−1

n−1

)
y radio ri = 1

3(n−1)
, para i ∈

{1, 2, . . . , n− 1}. En la Figura 1.17 se muestra el caso n = 4.

Figura 1.17: Caso de n = 4.

Consideremos el conjunto W ⊂ Fn(D2), definido de la siguiente manera

W = {{x1, . . . , xn} : x1 ∈ U1, . . . , xn−2 ∈ Un−2, xn−1, xn ∈ Un−1} .

Consideremos la función Φ definida en el Teorema 1.3.2 y ahora definamos la
función g : W → R2n dada por

g({x1, x2, . . . , xn}) = (x1, . . . , xn−2,Φ({xn−1, xn})).

Notemos que g es un encaje, pues W es homeomorfo a U1 × U2 × · · · × Un−2 ×
F2(Un−1) el cual es compacto, también como R2n es un espacio de Hausdorff y
g es continua e inyectiva entonces W es un homeomorfo a su imagen. Luego
como Φ(

{
x0
n−1, x

0
n−1

}
) es un punto interior de Φ(F2(Un−1)) entonces tenemos que

g(
{
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n−1, x

0
n−1

}
) es punto interior de g(W ).
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Supongamos que existe h un encaje de F2(D2) en R2n, entonces por el Teorema
de la invarianza del dominio de Brouwer (véase en [8]), tenemos que
h(
{
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n−1, x

0
n−1

}
) es punto interior de h(W ).

Ahora consideremos la sucesión de puntos {pk} ⊂ Fn(D2), donde

pk =

{
x0

1, (0,
1

k
), x0

2, . . . , x
0
n−1

}
.

Una imagen geométrica de esta sucesión se muestra en la Figura 1.18

Figura 1.18: Algunos elementos de la sucesión {pk} .

Notemos que pk /∈ W y como h es inyectiva entonces h(pk) ∈ R2n−h(W ). Sin
embargo como ĺımk→∞(0, 1

k
) = (0, 0) = x0

1, entonces

ĺım
k→∞

pk =
{
x0

1, x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n−1

}
.

Y como h es continua, entonces debeŕıa ocurrir que

ĺım
k→∞

h(pk) = h(
{
x0

1, x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n−1

}
),

el cual sabemos que es un punto interior de h(W ). Lo cual no puede suceder,
véase Figura 1.19.
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Figura 1.19: Representación de la sucesión bajo la función h.

Por tanto h no existe y se cumple el teorema.

Definición 1.3.4. Sea n ∈ N. Definimos el espacio proyectivo real de dimensión
n, Pn(R), como el conjunto de clases de equivalencia de vectores no nulos de Rn+1

con la siguiente relación de equivalencia:

v está relacionado con w si y sólo si existe λ ∈ R+ tal que v = λw.

El siguiente paso es probar que para n ≥ 3, F2(In) no se puede encajar en
R2n, y para probarlo nos ayudamos del siguiente lema cuya demostración puede
ser consultada en [15, Lema, p. 169].

Lema 1.3.5. Para n ≥ 3, el producto cartesiano de Sn × Pn−1(R) no puede ser
encajado en R2n.

Teorema 1.3.6. Para n ≥ 3, F2(In) no se puede encajar en R2n.

Demostración. Sean Q la bola cerrada unitaria y Q0 la bola cerrada de radio 1
2
,

ambas centradas en el oŕıgen y de dimensión n contenidas en el espacio euclidiano
Rn. Dados p, q ∈ Q, denotemos por PM({p, q}) al centro del segmento que une
a p con q. Consideremos el conjunto Z dado por

Z =

{
{p, q} ∈ F2(Q) :

1

4
≤ d(p, q) ≤ 1

2
y PM({p, q}) = s ∈ Q0

}
(1.3)

Dado que para cada elemento {p, q} en Z, existe una única ĺınea recta que pasa
por p y q, llamemosle Lpq y además el punto medio, s, es único, podemos definir
la función Ψ para cada {p, q} ∈ Z dada por

Ψ({p, q}) =

(
s, 4

(
d(p, q)− 1

4

)
, Lpq

)
.
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Como s ∈ Q0 y las ĺıneas rectas L ⊂ Rn que pasan por s constituyen un espacio
homeomorfo al espacio proyectivo de dimensión n−1, Pn−1(R), entonces tenemos
que Ψ : Z → Q0 × [0, 1]× Pn−1(R), la cual es continua y biyectiva.
Dado que Q0 × [0, 1] es homeomorfo a [0, 1]n+1 y Sn esta contenida en [0, 1]n+1

por el Lema 1.3.5 tenemos que [0, 1]n+1 × Pn−1(R) no se puede encajar en R2n,
aśı como Ψ es biyectiva y continua, tenemos que Z no se puede encajar en R2n y
por lo tanto tampoco F2(Q).

1.4. Isometŕıas en Productos Simétricos

Esta sección, como el t́ıtulo lo indica, esta dedicada al estudio de isometŕıas
en productos simétricos.

Definición 1.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Una función biyectiva φ : X →
X es una isometŕıa si

d(a, b) = d(φ(a), φ(b)),

para cualesquiera a, b ∈ X.

Definición 1.4.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos

Isomd(X) = {φ : X → X : φ es una isometŕıa}.

Definición 1.4.3. Sean (X, d) un espacio métrico y Y ⊂ X, definimos

Isomd(X, Y ) = {φ ∈ Isomd(X) : φ(y) = y para cada y ∈ Y } .

Antes que nada, notemos que dado (X, d) un espacio métrico, el conjunto
Isomd(X) con la composición de funciones es un grupo, como lo muestra la
siguiente proposición.

Proposición 1.4.4. (Isomd(X), ◦) es un grupo, donde ◦ denota la operación
composición entre funciones.

Demostración. Para probar que (Isomd(X), ◦) es un grupo, tenemos que probar
las siguientes tres cosas:

1. Existencia de un elemento identidad
Tenemos que la funcion idX ∈ Isomd(X) y aparte satiface que idx ◦ f =
f ◦ idx = f para cualquier f ∈ Isomd(X), con lo que queda probada la
existencia del elemento identidad.

2. Asocitividad
La operación ◦ satiface que para cualesquiera f, g, h ∈ Isomd(X), f ◦ (g ◦
h) = (f ◦ g) ◦ h, es decir , la composición es asociativa.
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3. Todo elemento tiene un inverso.
Sea f ∈ Isomd(X), dado que f : X → X es biyectiva, entonces existe
f−1 : X → X tal que f ◦f−1 = f−1 ◦f = idX . Solo basta probar que f−1 es
una isometŕıa, para esto sean a, b ∈ X entonces tenemos f−1(a), f−1(b) ∈
X y como f es una isometŕıa entonces tenemos que d(f−1(a), f−1(b)) =
d(f(f−1(a)), f(f−1(b))) = d(a, b), lo que nos dice que f−1 es una isometŕıa.

Por tanto (Isomd(X), ◦) es un grupo.

A este grupo le llamaremos el grupo de isometŕıas.

Ahora, sea n ∈ N, tenemos que cada isometŕıa φ : X → X induce una función
χn(φ) : (Fn(X), H) → (Fn(X), H) definida por χn(φ)(A) = φ(A), es decir, dado
A = {a1, . . . , an} ∈ Fn(X), definimos χn(φ)(A) = {φ(a1), . . . , φ(an)}, la cual
también es una isometŕıa.

Aśı, si consideramos la función entre los grupos de isometŕıas

χn : (Isomd(X), ◦)→ (IsomH(Fn(X)), ◦)
φ 7−→ χn(φ)

Tenemos algunas observaciones que se muestran en las siguientes proposiciones.

Proposición 1.4.5. χn es un homomorfismo.

Demostración. Sean φ1, φ2 ∈ Isomd(X) y A = {a1, . . . an} ∈ Fn(X), entonces
tenemos que

(χn(φ1)◦χn(φ2))(A) =χn(φ1)(χn(φ2)(A))
= χn(φ1) ({φ2(a1), . . . , φ2(an)})
= {φ1(φ2(a1)), . . . , φ1(φ2(an))}
= φ1 ◦ φ2 ({a1, . . . an})
= χn(φ1 ◦ φ2)(A).

Por tanto χn es un homomorfismo

Proposición 1.4.6. χn es un monomorfismo.

Demostración. Sean φ1, φ2 ∈ Isomd(X) tales que φ1 6= φ2, entonces tenemos que
existe x ∈ X tal que φ1(x) 6= φ2(x). Aśı, considerando A = {x} tenemos que

χn(φ1)(A) ={φ1(x)}
6= {φ2(x)} = χn(φ2)(A)

Es decir, χn(φ1) 6= χn(φ2). Por tanto χn es un monomorfismo.

Observación 1.4.7. χn : (Isomd(X), ◦)→ (IsomH(Fn(X)), ◦) es un isomorfis-
mo si y sólo si χn es un epimorfismo, es decir, para cada Φ ∈ IsomH(Fn(X))
existe φ ∈ Isomd(X) tal que Φ = χn(φ).
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Observación 1.4.8. χ1 : (Isomd(X), ◦) → (IsomH(F1(X)), ◦) es un isomorfis-
mo.

Recientemente Borovikova e Ibragimov probaron en [3, Teorema 9, p. 11]
que χ3 : (Isomd(R), ◦) → (IsomH(Fn(R), ◦)) es un isomorfismo, e hicieron la
siguiente pregunta

Pregunta 1.4.9. ¿Toda isometŕıa en Fn(R) es inducida de una isometŕıa en
R, es decir, χn : (Isomd(R), ◦) → (IsomH(Fn(R), ◦)) es un isomorfismo para
cualquier n ∈ N?

En [10, Teorema 1.1, p. 20] N. Chinen prueba un resultado mas general, que da
respuesta afirmativa a la Pregunta 1.4.9, esta sección está dedicada a ver como
fue que lo hizo. A continuación se demuestra el lema del cual se auxilió para
probar que χn es un isomorfismo cuando X = Rm con m ∈ N.

Lema 1.4.10. Sean n ∈ N y (X, d) un espacio métrico. Entonces

χn : (Isomd(X), ◦)→ (IsomH(Fn(X)), ◦)

es un isomorfismo si y sólo si

1. Para cada Φ ∈ IsomH(Fn(X)), Φ|F1(X) ∈ IsomH(F1(X));

2. IsomH(Fn(X), F1(X)) =
{
idFn(X)

}
.

Demostración. Para la necesidad. Para 1) Sea Φ ∈ IsomH(Fn(X)), por hipótesis
existe φ ∈ Isomd(X) tal que χn(φ) = Φ. Aśı, para cualquier x ∈ X, Φ({x}) =
{φ(x)}, por tanto Φ |F1(X)∈ IsomH(F1(X)).
Para 2) Claramente

{
idFn(X)

}
⊂ IsomH(Fn(X), F1(X)), para la otra contención

sea Φ ∈ IsomH(Fn(X), F1(X)), por definición Φ ∈ IsomH(Fn(X)) y Φ({x}) =
{x} para todo x ∈ X. Luego por hipótesis existe φ ∈ Isomd(X) tal que Φ =
χn(φ), por lo que {φ(x)} = {x}. Aśı φ = idX y por tanto Φ = idFn(X).
Para la suficiencia sea Φ ∈ IsomH(Fn(X)), por 1) Φ|F1(X) ∈ IsomH(F1(X)), y por
la Observación 1.4.8, φ = χ−1

1 (Φ) ∈ Isomd(X) existe. Sea Φ′ = χn (φ−1) ◦ Φ ∈
IsomH(Fn(X)). Nótese que χn (φ−1) = χ−1

n (φ) y Φ|F1(X) = χn (φ) |F1(X). Aśı,
Φ′|F1(X) = (χn (φ−1) ◦ Φ) |F1(X) = (χ−1

n (φ) ◦ χn (φ)) |F1(X) = idF1(X). Luego, por
2), Φ′ = χ−1

n (φ) ◦ Φ = idX , es decir, χn (φ) = Φ. Por tanto, por la Observación
1.4.7, χn es un isomorfismo.

Sean X un espacio con métrica d, a ∈ X y ε > 0. Recordemos que

Sd(a, ε) = {x ∈ X : d(a, x) = ε} .

Definición 1.4.11. Sean (X, d) un espacio métrico, n ∈ N, ε > 0 y A ∈ Fn(X).
Definimos

Dn(A, ε) = sup {k ∈ N : A1, . . . , Ak ∈ SH(A, ε) y H(Ai, Aj) = 2ε

para 1 ≤ i < j ≤ k}.
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Ejemplo 1.4.12. Sean A = {x} ∈ F1(R) y ε > 0. Se tiene que D1(A, ε) = 2 .

Ejemplo 1.4.13. Sean A = {x, y} ∈ F(2)(R) y ε > 0. Se tiene que D2(A, ε) = 4.

Proposición 1.4.14. Sean l, n,m ∈ N con n,m ≥ 2; ε ∈ R con 0 < ε ≤ 1 y
X = Rl ó X = Sl. Entonces se satiface lo siguiente:

1) si A ∈ F1(X) entonces Dn(A, ε) = 3,

2) si A ∈ F(m)(X) entonces Dn(A, ε) > 3.

Demostración. Sea y ∈ Bd(x, ε). Observemos que se satisfacen las siguientes dos
cosas:

a) Si y ∈ Sd(x, ε), entonces existe un único y′ ∈ Bd(x, ε) tal que d(y, y′) = 2ε.

b) Si y 6∈ Sd(x, ε), entonces no existe y′ ∈ Bd(x, ε) tal que d(y, y′) = 2ε.

Para demostrar 1) Notemos que si B,C ∈ Fn(Sd(A, ε)) \ F1(Sd(A, ε)) entonces
H(B,C) < 2ε, es decir, no podemos tener al mismo tiempo dos elementos B, C en
Sd(A, ε) con cardinalidad mayor o igual que dos tales que H(B,C) = 2ε. Esto nos
indica que los elementos que nos interesan para calcular Dn(A, ε); A1, . . . , Am ∈
SH(A, ε) ∩ F1(X), tienen las siguientes dos opciones:

i) A1 . . . Am ∈ F1(SH(A, ε)) con H(Ai, Aj) = 2ε para i 6= j, donde se tiene por
a) y b) que m = 2.

ii) Am 6∈ F1(X) y A1 . . . , Am−1 ∈ F1(SH(A, ε)) con H(Ai, Aj) = 2ε para i 6= j,
en este caso por a) y b) se tiene que m− 1 = 2, por lo que m = 3, la cual es
una cota superior del conjunto

{k ∈ N : A1, . . . , Ak ∈ SH(A, ε) y H(Ai, Aj) = 2ε para 1 ≤ i < j ≤ k} .

Por tanto, en cualquier opción concluimos que Dn(A, ε) ≤ 3.
Para probar la otra desigualdad sean a, a′ ∈ Sd(A, ε), con d(a, a′) = 2ε. Definamos
B1 = {a}, B2 = {a′} y B3 = {a, a′}, notemos que B1, B2, B3 ∈ SH(A, ε) y
H(Bi, Bj) = 2ε para i 6= j. Es decir,

3 ∈ {k ∈ N : A1, . . . , Ak ∈ SH(A, ε) y H(Ai, Aj) = 2ε para 1 ≤ i < j ≤ k} .

Por tanto Dn(A, ε) ≥ 3. Con lo que queda concluido el inciso 1).

Para probar 2) supongamos que A = {a1, . . . , am}, para cada j ∈ {1, . . . ,m}
y k ∈ {0, 1} definamos ajk ∈ Sd(aj, ε) tal que d(aj0, aj1) = 2ε, como se muestra
en la Figura 1.20.
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Figura 1.20: Ejemplo en R2 de los puntos ajk.

Para cada θ = (θ1, . . . , θm) ∈ {0, 1}m definamos Aθ = {a1θ1 , a2θ2 , . . . , amθm}.
Observemos que para cada θ, θ′ ∈ {0, 1}m se satisface:

Aθ ∈ SH(A, ε) y

H(Aθ, Aθ′) = 2ε para θ 6= θ′.

Como podemos encontrar 2m, Aθ diferentes que satisfagan los puntos anteriores
concluimos que

Dn(A, ε) ≥ 2m > 3.

Definición 1.4.15. Sean (X, d) un espacio métrico, para cada A ∈ Fn(X) defi-
nimos

r(A) = mı́n {1, d(a, a′) : a, a′ ∈ A, a 6= a′} .
Proposición 1.4.16. Sean n ∈ N y Φ ∈ IsomH(Fn(X)). Si A ∈ Fn(X) y
0 < ε < mı́n {r(A), r(Φ(A))} entonces Dn(A, ε) = Dn(Φ(A), ε).

Demostración. Por definición y como Φ es una isometŕıa tenemos que

Dn(A, ε) = sup {k ∈ N : A1, . . . , Ak ∈ SH(A, ε) y H(Ai, Aj) = 2ε
para 1 ≤ i < j ≤ k}

= sup {k ∈ N : Φ(A1), . . . ,Φ(Ak) ∈ SH(Φ(A), ε) y H(Φ(Ai),Φ(Aj)) = 2ε
para 1 ≤ i < j ≤ k}

= Dn(Φ(A), ε).

Lema 1.4.17. Sean l, n ∈ N y X = Rl ó X = Sl. Si Φ ∈ IsomH(Fn(X)),
entonces Φ |F1(X)∈ IsomH(F1(X)).

Demostración. Sean A ∈ F1(X) y ε ∈ R+ con ε < 1, para demostrar este lema
basta con probar que Φ(A) ∈ F1(X), lo cual se cumple, pues por las proposiciones
1.4.14 y 1.4.16, tenemos que

Dn(Φ(A), ε) = Dn(A, ε) = 3,
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luego por la Proposición 1.4.14 concluimos que

Φ(A) ∈ F1(X).

Notación 1.4.18. Sean l, n ∈ N y A ∈ Fn(Rl), denotemos al conjunto convexo
mas pequeño que contiene a A por conv(A), al cual llamaremos convexo de A. Y
denotemos el conjunto A ∩ FrRl(conv(A)), por conv(A)(0), al cual llamaremos el
conjunto de vertices de conv(A).

Ejemplo 1.4.19. Sea A ∈ F3(R2)

1. Si los elementos de A estan en la posición de la Figura 1.21.

Figura 1.21: Posición 1

Tenemos que conv(A)0 = A.

2. Si los elementos de A estan en la posición de la Figura 1.22,

Figura 1.22: Posición 2

Tenemos que conv(A)0 = {a1, a3}.

Observación 1.4.20. conv(A)(0) ⊂ conv(A).

El siguiente resultado nos muestra la relación que existe entre la imagen de
un elemento del n-ésimo producto simétrico de Rl, digamos A, bajo cierto tipo
de isometŕıas, el conjunto convexo de A y el conjunto de sus vertices.
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Lema 1.4.21. Sean l, n ∈ N y A ∈ Fn(Rl). Si Φ ∈ IsomH(Fn(Rl), F1(Rl)),
entonces conv(A)(0) ⊂ Φ(A) ⊂ conv(A).

Demostración. Comencemos probando la primer contención. Sean a ∈ conv(A),
H el hiperplano en Rl de dimensión l − 1 tal que H ∩ conv(A) = {a}, sea C el
semiespacio cerrado y acotado por H que contiene a conv(A) y sea L la recta que
contiene a a y es perpendicular a H, una representación para el caso l = 2 se
muestra en la Figura 1.23.

Figura 1.23: Representación en R2 de H, L, C y los elementos de A.

Tenemos que existe x ∈ C ∩ L tal que conv(A) ⊂ Bd(x, r) y conv(A) ∩
Sd(x, r) = {a} con r = d(x, a), como se muestra en la Figura 1.24. Luego como

H({x} ,Φ(A)) = H(Φ({x}),Φ(A)) = H({x} , A) = d(a, x) = r.
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Figura 1.24: Representación en R2 de x y x′.

Aśı tenemos que Φ(A) ⊂ Bd(x, r) y Sd(x, r) ∩ Φ(A) 6= ∅.
Sea x′ ∈ C ∩ L tal que conv(A) ⊂ Bd(x′, r′) y conv(A) ∩ Sd(x′, r′) = {a} con
r′ > r, (como se muestra en la Figura 1.24). Por un argumento similar al anterior
tenemos que Sd(x

′, r′) ∩ Φ(A) 6= ∅ y que Sd(x
′, r′) ∩ Bd(x, r) = {a}, es decir

tenemos una situación como la que se presenta en la Figura 1.25

Figura 1.25: Representación en R2 de Sd(x, r), Sd(x
′, r′) y Φ(A).

Por tanto a ∈ Φ(A), con lo que queda probada la primera contención.
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Para la segunda contención ocuparemos la primera contención, cambiando A por
Φ(A) y Φ por Φ−1 ∈ IsomH(Fn(Rl), F1(Rl)), con lo que obtenemos que

conv(Φ(A))(0) ⊂ Φ−1(Φ(A)) = A.

Aśı, conv
(
conv(Φ(A))(0)

)
⊂ conv(A) y como Φ(A) ⊂ conv

(
conv(Φ(A))(0)

)
, se

concluye que
Φ(A) ⊂ A.

Ahora definamos nuevos conceptos que nos serán útiles para probar otros
resultados.

Definición 1.4.22. Sean l, n ∈ N, ε > 0 y A ∈ Fn(Rl). Definimos

ScH(A, ε) = {B ∈ SH(A, ε) : conv(A) = conv(B)}
y

Dc
n(A, ε) = sup {k ∈ N : A1, . . . , Ak ∈ ScH(A, ε) y H(Ai, Aj) = 2ε

para 1 ≤ i < j ≤ k}.
Ejemplo 1.4.23. Sean A = {x, y, z} ∈ F3(R) con x, y, z como se muestra en la

Figura 1.26 y 0 < ε < r(A)
2

.

Figura 1.26: Representación de los elementos de A.

Tenemos que
ScH(A, ε) = {{x, s1, z} , {x, s2, z}} .

Y como H({x, s1, z} , {x, s2, z}) = 2ε. Entonces,

Dc
n(A, ε) = 2.

Ejemplo 1.4.24. Sean A = {x, y, z, w} ∈ F4(R2) con x, y, z, w como se muestra

en la Figura 1.27 y 0 < ε < r(A)
2

.

Figura 1.27: Representación de ε y los elementos de A.
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Tenemos que
ScH(A, ε) = {{x, y, z, s} : d(s, w) = ε} .

Aśı,
Dc
n(A, ε) = 2.

Proposición 1.4.25. Sean n ∈ N con n ≥ 3, A ∈ Fn(R) y 0 < ε < r(A)
5

. Se tiene
que A ∈ F(2)(R) si y sólo si Dc

n(A, ε) = 1.

Demostración. Supongamos que Dc
n(A, ε) ≥ 2, entonces existen C,D ∈ Fn(R)

tales que C,D ∈ ScH(A, ε) y H(C,D) = 2ε. Luego como conv(A) = conv(C) =
conv(D), por la Observación 1.4.20, A = conv(C)(0) = conv(D)(0), aśı A ⊂ C∩D.
Y entonces C ∪ D ⊂ Bd(A, ε) ⊂ Bd(C, ε) ∩ Bd(D, ε), es decir, H(C,D) ≤ ε, lo
cual es una contradicción. Por tanto Dc

n(A, ε) = 1.
Ahora, sea m ∈ N tal que 3 ≤ m ≤ n y probemos la contrarećıproca, es decir,

que si A ∈ Fm(R) entonces Dc
n(A, ε) ≥ 2. Elijamos a ∈ A − {mı́nA,máxA} y

definamos E = (A − {a}) ∪ {a − ε} y F = (A − {a}) ∪ {a + ε}. Tenemos que
E,F ∈ ScH(A, ε) y H(E,F ) = 2ε. Por tanto Dc

n(A, ε) ≥ 2.

Proposición 1.4.26. Sean l, n ∈ N con n ≥ 2. Si Φ ∈ IsomH(Fn(Rl), F1(Rl)),

A ∈ Fn(Rl) y 0 < ε < mı́n
{
r(A)

5
, r(Φ(A))

5

}
, entonces

Dc
n(A, ε) = Dc

n(Φ(A), ε).

Demostración. Primero notemos que

Φ(ScH(A, ε)) = ScH(Φ(A), ε).

Para probar que Φ(ScH(A, ε)) ⊂ ScH(Φ(A), ε). Sea D ∈ ScH(A, ε), por defin-
ción H(A,D) = ε y conv(A) = conv(D), luego como Φ ∈ IsomH(Fn(Rl)),
entonces H(A,B) = H(Φ(A),Φ(B)). Por otra parte, por el Lema 1.4.21 tene-
mos que conv(Φ(A)) = conv(A) = conv(B) = conv(Φ(B)). Por tanto Φ(D) ∈
ScH(Φ(A), ε).
La otra contención es análoga pero considerando Φ−1. Con esto queda probada
la igualdad. Y aśı concluimos que

Dc
n(A, ε) = sup {k ∈ N : A1, . . . , Ak ∈ ScH(A, ε) y H(Ai, Aj) = 2ε

para 1 ≤ i < j ≤ k}
= sup {k ∈ N : Φ(A1), . . . ,Φ(Ak) ∈ Φ(ScH(A, ε)) y H(Φ(Ai),Φ(Aj)) = 2ε

para 1 ≤ i < j ≤ k}
= sup {k ∈ N : Φ(A1), . . . ,Φ(Ak) ∈ ScH(Φ(A), ε) y H(Φ(Ai),Φ(Aj)) = 2ε

para 1 ≤ i < j ≤ k}
= Dn(Φ(A, ε).
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Lema 1.4.27. Sean l, n ∈ N con n ≥ 2. Si Φ ∈ IsomH(Fn(Rl), F1(Rl)), entonces
Φ|F2(Rl) = idF2(Rl).

Demostración. Sea A ∈ F(2)(Rl), por el Lema 1.4.21 tenemos que

A = conv(A)(0) ⊂ Φ(A),

aśı que sólo basta probar que Φ(A) ∈ F2(Rl) para concluir que Φ(A) = A.
Dividamos esta demostración en dos casos:
Caso I. n = 2.
Trivialmente Φ(A) ∈ F2(Rl).
Caso II. n ≥ 3.
Este caso dividamoslo en los dos subcasos siguientes:
Subcaso a. Si l = 1, entonces por las proposiciones 1.4.25 y 1.4.26 tenemos que
Φ(A) ∈ F2(R).
Subcaso b. Si l ≥ 2, sea L la recta que contiene a A, por el Lema 1.4.21
tenemos que Φ(Fn(L)) = Fn(L), es decir, Φ|Fn(L) ∈ IsomH(Fn(L)). Aśı aplicando
el Subcaso a. tenemos que Φ(A) = A.
Por tanto

Φ|F2(Rl) = idF2(Rl).

Con los lemas anteriores estamos en condiciones de probar el siguiente resul-
tado, que es aún mas fuerte

Lema 1.4.28. Sean l, n ∈ N. Entonces

IsomH(Fn(Rl), F1(Rl)) =
{
idFn(Rl)

}
.

Demostración. Sea Φ ∈ IsomH(Fn(Rl), F1(FRl)) y A ∈ Fn(Rl). Demostremos
que Φ(A) ⊂ A, para esto, precedamos por contradicción, es decir, supongamos
que existe z ∈ Φ(A)− A. Por el Lema 1.4.21 tenemos que conv(A)(0) ⊂ Φ(A) ⊂
conv(A), aśı que z ∈ conv(A), el caso en que n = 3 y l = 2 se muestra en la
Figura 1.28.
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Figura 1.28: Caso para F3(R2).

Luego, tenemos que existe H un hiperplano en Rl de dimensión l − 1 que
contiene a z de tal manera que A ∩H = ∅ y que para los semiespacios cerrados
acotados por H, C1, C2 tales que C1 ∪ C2 = Rl se tenga que A ∩ Ck 6= ∅ para
k = 1, 2, como se muestra en la Figura 1.28 para el caso R2 y n = 3.
Sea L una recta en Rl que contiene a z de tal manera que sea perpendicular a
H, se tiene que existen r ∈ R lo suficientemente grande y xk ∈ L ∩ IntRlCk con
k = 1, 2 de tal manera que d(x1, z) = r = d(x2, z), A∩ (Sd(x1, r)∪Sd(X2, r)) = ∅
y A ⊂ Bd(x1, r) ∪Bd(x2, r).
Hagamos W = {x1, x2}, como dist(z,W ) = mı́n {d(z, x1), d(z, x2)}= r, entonces
tenemos que

H(Φ(A),W ) ≥ dist(z,W ) = r. (1.4)

Por otro lado, como A ∩ Sd(W, r) = ∅, A ⊂ Bd(W, r) y W ⊂ Bd(A, r), tenemos
que

H(W,A) < r. (1.5)

Como W ∈ F2(Rl), entonces por el Lema 1.4.27 Φ(W ) = W , y junto con (1.4) y
(1.5) tenemos

r ≤ H(Φ(A),W ) = H(Φ(A),Φ(W )) = H(A,W ) < r.

Lo cual es una contradicción, por tanto

Φ(A) ⊂ A.

Como Φ−1 ∈ IsomH(Fn(Rl), F1(Rl)), entonces tenemos que Φ−1(A) ⊂ A, y en-
tonces aplicandole Φ tenemos que A = Φ(Φ−1(A)) ⊂ Φ(A). Por lo que concluimos
que Φ(A) = A. Por lo tanto el lema se cumple.
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Teorema 1.4.29. Sea l ∈ N y Rl con la métrica usual d. Entonces

χn : Isomd(Rl)→ IsomH(Fn(Rl))

es un isomoformismo para cada n ∈ N.

Demostración. Tenemos por el Lema 1.4.17, Φ|F1(Rl) ∈ IsomH(F1(Rl)) y por el

Lema 1.4.28, IsomH(Fn(Rl), F1(Rl)) =
{
idFn(Rl)

}
, las cuales son las hipótesis del

regreso del Lema 1.4.10, por tanto χn es un isomorfismo.
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Caṕıtulo 2

Retracciones Lipschitz

En este caṕıtulo analizaremos otro aspecto de los productos simétricos a traves
de las funciones Lipschitz.

Definición 2.0.1. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos. Una función f :
(X, dX) → (Y, dY ) es Lipschitz si existe un número real L > 0 tal que para
cualesquiera a, b ∈ X, se satisface que

dY (f(a), f(b)) ≤ LdX(a, b).

En tal caso, decimos que X y Y son L-Lipschitz equivalentes, a L se le llama
constante de Lipschitz.

Proposición 2.0.2. Si f es Lipschitz, entonces f es uniformemente continua.

Observación 2.0.3. No toda función continua es Lipschitz.

Definición 2.0.4. Un subconjunto Y de un espacio métrico X es un retracto
Lipschitz de X si existe una función Lipschitz r : X → Y que fija los puntos de
Y .

Dado un espacio métrico X, nótese que siempre tenemos que

F1(X) ⊂ F2(X) ⊂ F3(X) ⊂ · · · ,

por lo que L. V. Kovalev en [12, Problem 4.1, p. 806] propone el siguiente problema
interesante:

Problema 2.0.5. Caracterizar los espacios métricos X tales que Fk(X) es un
retracto Lipschitz de Fn(X) cada que k < n.

En general no existen retracciones r : Fn(X) → Fk(X) (con 1 ≤ k < n), por
ejemplo si X es la circunferencia unitaria S1, se sabe que F2(X) es homeomorfo
a la banda de Moebius, veáse [5, p. 887], donde F1(S1) se pude identificar con su
frontera, y no existe una retracción de F2(X) en F1(X); incluso para n ≥ 3 no
hay retracciones de Fn(S1) en F1(S1) ni en F2(S1).

En forma positiva, L. V. Kovalev en [12] mostró el siguiente teorema

51
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Teorema 2.0.6. Sea X un subconjunto conexo y no vaćıo de R. Entonces para
cualesquiera 1 ≤ k < n, existe una retracción Lipschitz r : Fn(X)→ Fk(X).

Nuestro objetivo es extender, las ideas de L. V. Kovalev, para lo cual comen-
zamos con algunos lemas básicos. El siguiente lema es fácil de verificar.

Lema 2.0.7. Sean (X, d) un espacio métrico y A,B ∈ Fn(X). Si a ∈ A entonces
existe b ∈ B tal que d(a, b) ≤ H(A,B).

Notese que el lema anterior es válido si A y B son elementos del hiperespacio
de los subconjuntos cerrados no vaćıos de X.

Definición 2.0.8. Sea A ∈ Fn(X). Si |A| = n definimos δ(A) = mı́n{d(a, b) :
a, b ∈ A, a 6= b} en caso contrario δ(A) = 0.

Lema 2.0.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A,B ∈ Fn(X), entonces |δ(A)−
δ(B)| ≤ 2H(A,B)

Demostración. Para probar este lema se requieren tres casos:
Caso I. Si |A| < n y |B| < n, entonces |δ(A)− δ(B)| = 0 ≤ 2H(A,B).
Caso II. Si |A| = n y |B| < n.

Supongamos que A = {a1, . . . , an}, B = {b1, . . . , bk} con k < n y además

2H(A,B) < |δ(A)− δ(B)| = δ(A).

Obsérvese que la desigualdad se satisface claramente para el caso particular de
las Figura 2.1

Figura 2.1: Caso particular, A ∈ F(2)(X) y B ∈ F(1)(X).

Siguiendo con la demostración por el Lema 2.0.7 tenemos que para cada ai ∈ A
existe s(i) ∈ {1 . . . , k} tal que d(ai, bs(i)) ≤ H(A,B) < 1

2
δ(A). Observemos que si

ai, aj ∈ A con i 6= j entonces s(i) 6= s(j), pues de lo contrario tendriamos que

d(ai, aj) ≤ d(ai, bs(i)) + d(bs(j), aj) < δ(A)
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lo cual no es posible de la definición de δ(A). Esto implica que |B| = n, lo cual
es una contradicción. Por tanto |δ(A)− δ(B)| ≤ 2H(A,B).

Caso III. Si |A| = n = |B|.
Supongamos que A = {a1, . . . , an}, B = {b1, . . . , bn} y que 2H(A,B) < |δ(A) −
δ(B)|. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que δ(A) < δ(B), entonces

H(A,B) <
1

2
(δ(B)− δ(A)) <

1

2
δ(B).

Si ε = 1
2

(δ(B)− δ(A)) > 0 se satisfacen las siguientes dos cosas:

1. Para cada k = 1, . . . , n, A ∩Bd(bk, ε) 6= ∅.
En efecto, por el Lema 2.0.7 para cada bk ∈ B existe a ∈ A tal que d(bk, a) ≤
H(A,B) < 1

2
(δ(B)− δ(A)) = ε. Aśı a ∈ Bd(bk, ε).

2. Para cada i, j ∈ {1, . . . , n} con i 6= j, Bd(bi, ε) ∩Bd(bj, ε) = ∅ .
Esto se satisface, pues si suponemos que existe p ∈ Bd(bi, ε)∩Bd(bj, ε), en-
tonces d(bi, bj) ≤ d(bi, p)+d(p, bj) < 2ε < δ(B), esto contradice la definición
de δ(B).

Ahora probemos que δ(A) no se alcanza para cualesquiera j, k ∈ {1, . . . , n}. Sean
j, k ∈ {1, . . . , n} y sean cj ∈ Fr(Bd(bk, ε)) y ck ∈ Fr(Bd(bj, ε)) tales que

d(cj, ck) = mı́n
{
d(x, y) : x ∈ Fr(Bd(bk, ε)), y ∈ Fr(Bd(bj, ε))

}
,

entonces

d(bj, bk) ≤ d(bj, cj) + d(cj, ck) + d(ck, bk) = 2ε+ d(cj, ck).

Aśı, d(cj, ck) ≥ d(bj, bk) + (δ(A)− δ(B)) ≥ δ(B) + (δ(A)− δ(B)) = δ(A).
Por otro lado, por 1. y 2., para cada ai ∈ A existe s(i) ∈ {1, . . . , n} tal que

bs(i) ∈ B y ai ∈ Bd(bs(i), ε), en particular d(cs(j), cs(k)) < d(aj, ak).
Aśı δ(A) ≤ d(cs(j), cs(k)) < d(aj, ak), para cualesquiera j, k ∈ {1, . . . , n}, lo cual
es una contradicción.
Con lo que queda demostrado el lema.

2.1. m-odos simples

En esta sección probamos que para cualquier m-odo simple se satisface que su
k-ésimo producto simétrico es retracto Lipschitz de su n-ésimo producto simétri-
co para k < n.

Sea m ∈ N, en esta sección consideramos un m-odo simple, X, definido de la
siguiente manera

X =
m⋃

i=1

Ti
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donde T1 = {(x1, 0, . . . , 0) ∈ Rm : 0 ≤ x1 ≤ 1} y Tk = {(0, . . . , xk, . . . , 0) ∈ Rm :
−1 ≤ xk < 0} para k = 2, . . . ,m.

Por ejemplo, veáse la Figura 2.2 la cual representa un 3−odo simple, comúnmen-
te conocido como triodo simple.

Figura 2.2: Representación para el triodo simple.

Consideramos a X con la métrica dada por d(x, y) =
m∑

i=1

|xi − yi| para cua-

lesquiera x = (x1, . . . , xm) , y = (y1, . . . , ym) ∈ X.
Para cada i = 1, . . . ,m, πi : Rm → R denota la i-ésima proyección dada por
πi((x1, . . . , xm)) = xi. Dados a, b ∈ Ti diremos que a ≤ b si y sólo si πi(a) ≤ πi(b).
Y 0 denotará el oŕıgen en Rm.
Dado A ∈ Fn(X), para cada i = 1, . . . ,m; supongamos que A∩ Ti = {ti1, . . . , tiri}
con tij−1 < tij para j = 2, . . . , ri, como se muestra en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Ordenando un conjunto A para el caso de un triodo simple.

Para cada tij definimos
(
tij
)′

de la siguiente forma:

Si i = 1 y j ∈ {1, . . . , r1}
(
t1j
)′

=

(
máx

{
0, π1(t1j)−

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

}
, 0, . . . , 0

)
.

Si i 6= 1 y j ∈ {1, . . . , ri},(
tij
)′

=
(
0, . . . ,mı́n

{
0, πi(t

i
j) + (n− j)δ(A)

}
, . . . , 0

)
.
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En las Figuras 2.4, 2.5, 2.6, y 2.7 se muestran algunos ejemplos de la asignación
de
(
tij
)′

(indicados con flechas), que le corresponden a cada
(
tij
)
.

Figura 2.4: Ejemplo de cuando los puntos tij estan en T1.

Figura 2.5: Ejemplo de cuando los puntos tij estan en T2.

Figura 2.6: Ejemplo de cuando los puntos tij estan en T1 y T2.
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Figura 2.7: Ejemplo de cuando los puntos tij estan en T1, T2 y T3.

Proposición 2.1.1. Si a ∈ T1, entonces a′ ∈ T1 y a′ ≤ a.

Demostración. Como a ∈ T1, entonces a = t1j para algún j ∈ {1, . . . , r1}.
Para la primera parte notemos que

0 ≤ π1(a′) = máx

{
0, π1

(
t1j
)
−
(

m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

}
≤ π1(t1j) = π1(a) ≤ 1,

Aśı a′ ∈ T1.
Para la segunda parte, como 0 ≤ π1(a) y

π1(a)−
(

m∑

l=2

rl + j

)
δ(A) ≤ π1(a),

entonces máx

{
0, π(t1j)−

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

}
≤ π1(a). Por tanto a′ ≤ a.

Proposición 2.1.2. Si a ∈ Ti para algún i ∈ {2, . . . ,m}, entonces a′ ∈ Ti ∪
{

0
}

y a ≤ a′.

Demostración. Como a ∈ Ti, entonces a = tij para algún j = 1, . . . , ri. Aśı −1 ≤
πi(t

i
j) < 0 y dado que (n− j)δ(A) ≥ 0, se tiene que πi(t

i
j) ≤ πi(t

i
j) + (n− j)δ(A)

y como πi(t
i
j) < 0, tenemos que

−1 ≤ πi(t
i
j) ≤ πi

(
(tij)

′) = mı́n
{

0, πi(t
i
j) + (n− j)δ(A)

}
≤ 0,

es decir, (0, . . . ,−1, . . . , 0) ≤ a ≤ a′ ≤ 0. Por tanto a ≤ a′ y a′ ∈ Ti ∪
{

0
}

.
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Proposición 2.1.3. Si tij−1, t
i
j ∈ Ti para algún i ∈ {1, . . . ,m} y para algún

j ∈ {2, . . . , ri}, entonces
(
tij−1

)′ ≤
(
tij
)′
.

Demostración. Consideremos dos casos
Caso I. Si i = 1, por definición de δ(A) tenemos que

π1(tij−1) + δ(A) ≤ π1(tij)

aśı,

π1(tij−1)−
(

m∑

l=2

rl + (j − 1)

)
δ(A) = π1(tij−1) + δ(A)−

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

≤ π1(tij)−
(

m∑

l=2

rl + j

)
δ(A).

Entonces,

π1((tij−1)′) = máx

{
0, π1(tij−1)−

(
m∑

l=2

rl + (j − 1)

)
δ(A)

}

≤ máx

{
0, π1(tij)−

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

}
= π1((tij)

′).

Por tanto, (tij−1)′ ≤ (tij)
′.

Caso II. Si i ∈ {2, . . . ,m}. De la definición de δ(A) tenemos que

π1(tij−1) + δ(A) ≤ π1(tij),

entonces

π1(tij−1)+(n−j+1)δ(A) = π1(tij−1) + δ(A) + (n− j)δ(A)
≤ π(tj) + (n− j)δ(A).

Por lo tanto, (tij−1)′ ≤ (tij)
′.

Proposición 2.1.4. Si c, e ∈ A son tales que δ(A) = d(c, e) , entonces c′ = e′.

Demostración. Consideremos los siguientes tres casos:
Caso I. Si c, e ∈ T1 entonces c = t1j−1 y e = t1j para algún j ∈ {2, ..., r1}. Dado
que δ(A) = d(c, e), tenemos que π1(t1j−1) + δ(A) = π1(t1j), aśı

π1(t1j−1) + δ(A)−
(

m∑

l=2

r1
l + j

)
δ(A) = π1(t1j)−

(
m∑

l=2

r1
l + j

)
δ(A)
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como δ(A)−
(

m∑

l=2

r1
l + j

)
δ(A) = −

(
m∑

l=2

r1
l + (j − 1)

)
δ(A), tenemos

π1(t1j−1)−
(

m∑

l=2

r1
l + (j − 1)

)
δ(A) = π1(t1j)−

(
m∑

l=2

r1
l + j

)
δ(A).

Aśı,

π1((tij−1)′) = máx

{
0, π1(t1j−1)−

(
m∑

l=2

r1
l + (j − 1)

)
δ(A)

}

= máx

{
0, π1(t1j)−

(
m∑

l=2

r1
l + j

)
δ(A)

}
= π1((tij)

′).

Por tanto, c′ = (tij−1)′ = (tij)
′ = e′.

Caso II. Si c, e ∈ Ti para algún i ∈ {2, ...,m}, entonces c = tij−1 y e = tij para
algún j ∈ {2, ..., ri}.
Dado que δ(A) = d(c, e), tenemos πi(t

i
j−1) + δ(A) = πi(t

i
j), entonces

πi(t
i
j−1) + δ(A) + (n− j)δ(A) = πi(t

i
j) + (n− j)δ(A).

Como δ(A) + (n− j)δ(A) = (n− j + 1)δ(A) tenemos que

πi(t
i
j−1) + (n− (j − 1))δ(A) = πi(t

i
j) + (n− j)δ(A).

Aśı,

πi((t
i
j−1)′) = máx

{
0, π1(tij−1)− (n− (j − 1))δ(A)

}

= máx
{

0, π1(tij)− (n− j)δ(A)
}

= π1((tij)
′).

Y en este caso también se concluye que c′ = (tij−1)′ = (tij)
′ = e′.

Caso III. c ∈ Tu y e ∈ Tv con u 6= v y u, v ∈ {1, . . .m}.
Consideramos los siguientes dos subcasos:

Subcaso I. c ∈ T1 o e ∈ T1. Sin pérdida de generalidad supongamos que
c ∈ T1, entonces c = t1j para algún j ∈ {1, . . . , r1} .
Notemos que

δ(A) = d(c, e) =| π1(c)− 0 | + | 0− π1(e) |, (2.1)

aśı π1(c)− δ(A) ≤ π1(c)− | π1(c)− 0 |= 0.

Como π1(c)−
(

m∑

l=2

r1
l + j

)
δ(A) ≤ π1(c)− δ(A),

entonces π1(c)−
(

m∑

l=2

r1
l + j

)
δ(A) ≤ 0. Por lo tanto,

máx

{
0, π1(c)−

(
m∑

l=2

r1
l + j

)
δ(A)

}
= 0.
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Aśı, c′ = 0.
Subcaso II. Si c ∈ Ti o e ∈ Ti para algún i ∈ {2, . . . ,m}. Sin perdida de

generalidad supongamos que c ∈ Ti, entonces c = tij para algún j = 1, . . . , ri.
Por (2.1) se tiene que

0 = πi(e)+ | πi(e)− 0 |
≤ πi(e)+ | πi(e)− 0 | + | 0− πi(c) |

= πi(e) + δ(A) ≤ πi(e) + (n− j)δ(A).

Aśı,
mı́n {0, πi(c) + (n− j)δ(A)} = 0

es decir e′ = 0.
Por tanto, c′ = e′.

Lema 2.1.5. Si A = {a1, . . . , am} ∈ Fn(X) se tiene que

máx {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}} ≤ nδ(A).

Demostración. Para probar este lema requerimos los siguientes casos:
Caso I. Si |A| < n.
Por definición tenemos que δ(A) = 0 y que ak = a′k para cada k ∈ {1, . . . ,m}.
Aśı,

máx {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}} = 0 ≤ nδ(A).

Caso II. Si |A| = n.
Consideramos los siguientes dos subcasos:

Si ak ∈ T1, entonces ak = t1j para algún j ∈ {1, . . . , r1} y por la Proposición

2.1.1 tenemos que a′k ≤ ak, aśı, dado que
m∑

l=2

rl + j ≤ n

d(ak, a
′
k) ≤

∣∣∣π1(t1j)−
(
π1(t1j)−

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

)∣∣∣

=
∣∣∣
(

m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

∣∣∣

=

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

≤ nδ(A).

Si ak ∈ Ti, para algún i ∈ {2, . . . ,m}, entonces ak = tij para algún j ∈
{1, . . . , rj}. Aśı,
d(ak, a

′
k) ≤ |πi(tij)−

(
πi(t

i
j) + (n− j)δ(A)

)
|

= (n− j)δ(A)

< nδ(A).
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Con lo que queda probado el lema.

Ahora definamos la función r : Fn(X) −→ Fn−1(X) dada por:

r(A) =




{a′1, . . . , a′n} si |A| = n,

A si |A| < n.
(2.2)

Por las proposiciones 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 y 2.1.4 tenemos que r esta bien definida
y que r(A) ∈ Fn−1(X). A continuación mostraremos una propiedad importante
de la función r y que nos será de gran ultidad para probar el teorema principal
de esta sección.

Lema 2.1.6. Si A = {a1, . . . , am} ∈ Fn(X) se tiene que

H(A, r(A)) ≤ máx {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}} .

Demostración. Para la prueba de este lema consideramos dos casos:
Caso I. Si |A| < n, por definición tenemos que r(A) = A y aśı,

H(A, r(A)) = 0 ≤ máx {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}} .

Caso II. Si |A| = n.
Como

H(A, r(A)) = máx{máx
a∈A

dist(a, r(A)), máx
a′∈r(A)

dist(a′, A)},

solo basta probar las siguientes dos cosas:

i) máxa∈A dist(a, r(A)) ≤ máx {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}}, y

ii) máxa′∈r(A) dist(a′, A) ≤ máx {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}}.

Para probar i), dado aj ∈ A con j ∈ {1, . . . , n}, se tiene que

dist(aj, r(A))= mı́n {d(aj, a
′
i)|a′i ∈ r(A)}

≤ d(aj, a
′
j)

≤ máx {d(ak, a
′
k)|k = 1, . . . , n} .

Análogamente para probar ii), sea a′j ∈ r(A) con j ∈ {1, . . . , n}, entonces
tenemos que

dist(a′j, A) = mı́n
{
d(a′j, a)|a ∈ A

}

≤ d(aj, a
′
j)

≤ máx {d(ak, a
′
k)|k = 1, . . . , n} .

Por tanto, si |A| = n se tiene que

H(A, r(A)) ≤ máx {d(ak, a
′
k)|k = 1, . . . , n} .



2.1. M -ODOS SIMPLES 61

Con los resultados anteriores, estamos en condiciones para probar nuestro
primer objetivo, a través del siguiente teorema.

Teorema 2.1.7. Sea n ≥ 2. Si X es un m-odo simple, entonces Fn−1(X) es un
retracto Lipschitz de Fn(X).

Demostración. Basta probar que la retracción r dada en (2.2) es Lipschitz, para
lo cual consideramos dos casos:
Caso I. A = B.
Claramente en este caso se cumple la desigualdad Lipschitz dado que

H(r(A), r(B)) = 0 = H(A,B).

Caso II. A 6= B.
En este caso consideremos los siguientes dos subcasos:

Subcaso I. δ(A) ≤ 2H(A,B).
Por el Lema 2.0.9 obtenemos que

δ(B)≤ |δ(B)− δ(A)|+ δ(A) ≤ 2H(A,B) + δ(A)
≤ 2H(A,B) + 2H(A,B) = 4H(A,B).

Aśı, utilizando también los lemas 2.1.5 y 2.1.6 tenemos

H(r(A), r(B))≤ H(r(A), A) +H(A,B) +H(B, r(B))
≤ nδ(A) +H(A,B) + nδ(B)
≤ 2nH(A,B) +H(A,B) + 4nH(A,B)
= (6n+ 1)H(A,B).

Subcaso II. δ(A) > 2H(A,B).
Bajo estas circunstancias notemos que δ(B) > 0, pues de lo contrario por el Lema
2.0.9 tendriamos que δ(A) = |δ(A)− δ(B)| ≤ 2H(A,B), lo cual es una contradic-
ción.
Por lo anterior |A| = n = |B|. Aśı, supongamos que A = {a1, . . . , an}, B =
{b1, . . . , bn} y sea ε = H(A,B).
Afirmación a) Para cada k ∈ {1, . . . , n} B ∩Bε(ak) 6= ∅.
En efecto, por el Lema 2.0.7 tenemos que existe b ∈ B tal que d(ak, b) ≤ H(A,B)
y aśı, b ∈ B ∩Bε(ak) 6= ∅.
Afirmación b) Dados j, k ∈ {1, . . . , n} con k 6= j, Bε(ak) ∩Bε(aj) = ∅.
En efecto, pues si p ∈ Bε(ak) ∩ Bε(aj), entonces d(ak, p) ≤ H(A,B) y d(aj, p) ≤
H(A,B) y aśı tendriamos que 2H(A,B) < δ(A) ≤ d(ak, aj) ≤ d(ak, p)+d(p, aj) ≤
2H(A,B). Lo cual no es posible.
Por las afirmaciones a) y b) tenemos que para cada k ∈ {1, . . . , n}, existe un
único s(k) tal que bs(k) ∈ Bε(ak). Además ak y bs(k) aśı definidos satisfacen la
siguiente afirmación.
Afirmación c) d(a′k, b

′
s(k)) ≤ (2n+ 1)H(A,B).

Para la prueba de esta afirmación consideramos los siguientes cuatro casos:
Caso i) ak ∈ Ti para algún i ∈ {2, . . . ,m} y bs(k) ∈ T1.
Por las proposiciones 2.1.1 y 2.1.2 tenemos que ak ≤ a′k y b′s(k) ≤ bs(k), aśı
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d(a′k, b
′
s(k)) ≤ d(ak, bs(k)) y como bs(k) ∈ Bε(ak), entonces d(a′k, b

′
s(k)) ≤ d(ak, bs(k)) ≤

H(A,B) < (2n+ 1)H(A,B).
Caso ii) ak, bs(k) ∈ Ti para algún i ∈ {2, . . . ,m}.
En este caso se tiene que ak = tij y bs(k) = sij. Sean p = πi(t

i
j) + (n − j)δ(A) y

q = πi(s
i
j)+(n−j)δ(B). Aśı, πi(a

′
k) = mı́n {0, p} = p−|p|

2
y πi(b

′
s(k)) = mı́n {0, q} =

q−|q|
2
. Entonces,

d(a′k, b
′
s(k)) =

∣∣∣(p− |p|)− (q − |q|)
2

∣∣∣,
aśı,

2d(a′k, b
′
s(k)) =

∣∣∣(p− q) + (|q| − |p|)
∣∣∣ ≤ |p− q|+ ||q| − |p||.

Como ||q| − |p|| ≤ |p− q|, tenemos que 2d(a′k, b
′
s(k)) ≤ 2|p− q|. Aśı, por el Lema

2.0.9 tenemos que

d(a′k, b
′
s(k))≤ |πi(tij) + (n− j)δ(A)− (πi(s

i
j) + (n− j)δ(B))|

≤ |πi(tij)− (πi(s
i
j)|+ (n− j)|δ(A)− δ(B)|

≤ H(A,B) + 2nH(A,B)
= (2n+ 1)H(A,B).

Caso iii) ak, bs(k) ∈ T1.
En este caso se tiene que ak = t1j y bs(k) = s1

j .

Sean p = π1(t1j)−
(

m∑

l=2

rl + j

)
δ(A) y q = π1(s1

j)−
(

m∑

l=2

rl + j

)
δ(B).

Aśı, πi(a
′
k) = máx {0, p} = p+|p|

2
y πi(b

′
s(k)) = máx {0, q} = q+|q|

2
.

Continuando como en el Caso ii) obtenemos d(a′k, b
′
s(k)) ≤ (2n+ 1)H(A,B).

Caso iv) ak ∈ Tu y bs(k) ∈ Tv con u, v ∈ {2, . . . ,m} y u 6= v.
Por la Proposición 2.1.1 tenemos que ak ≤ a′k y bs(k) ≤ b′s(k). Aśı,

d(a′k, b
′
s(k)) ≤ d(ak, bs(k)) ≤ H(A,B) < (2n+ 1)H(A,B).

Con lo que se concluye la prueba de la Afirmación c).
Ahora recordemos que

H(r(A), r(B)) = máx

{
máx
a′∈r(A)

dist(a′, r(B)), máx
b′∈r(B)

dist(b′, r(A))

}

Sin pérdida de generalidad supongamos que

H(r(A), r(B)) = máx
a′∈r(A)

dist(a′, r(B)).

Entonces, para algún j ∈ {1, . . . , n}
H(r(A), r(B)) = dist(a′j, r(B))

≤ d(a′j, b
′
s(j))

≤ máxk d(a′k, b
′
s(k))

≤ (2n+ 1)H(A,B)
< (6n+ 1)H(A,B).
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Por tanto, en cualquier caso tenemos que

H(r(A), r(B)) ≤ (6n+ 1)H(A,B).

Es decir, r es (6n+ 1)− Lipschitz.

Por [14, Proposición 2.1.3, p. 10], tenemos el siguiente corolario

Corolario 2.1.8. Sean n ≥ 2. Si X es un m-odo simple, entonces para toda
k < n se tiene que Fk(X) es un retracto L-Lipschitz de Fn(X), donde L =
(6n+ 1)(6(n− 1) + 1) · · · (6(k + 1)) + 1).

2.2. Árboles

En esta sección vamos a considerar X un árbol, asumiendo que la métrica d
en X es la métrica de longitud de arco y supongamos que cada arista ei de X
tiene longitud uno.

Observación 2.2.1. Sean a, b, c ∈ X. Se tiene que c ∈ −→ab si y sólo si d(a, b) =
d(a, c) + d(c, b).

Proposición 2.2.2. Sean a, b, v ∈ X y 0 ≤ λ ≤ d(b, v). Si b ∈ −→av entonces
d(avλ, b

v
λ) = d(a, b).

Demostración. Notemos que bvλ ∈
−→
bv, mientras que avλ ∈

−→
ab (b ∈ −→avλv) ó avλ ∈

−→
bbvλ.

Aśı, los siguientes dos casos:

Caso I. b ∈ −→avλv. (Véase Figura 2.8).

Figura 2.8: b ∈ −→avλv.

Por la Observación 2.2.1

d(avλ, b
v
λ) = d(avλ, b) + d(b, bvλ) = d(a, b)− λ+ λ = d(a, b).

Caso II. avλ ∈
−→
bbvλ. (Véase Figura 2.9).
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Figura 2.9: avλ ∈
−→
bbvλ.

Como d(a, bvλ) = d(a, b) + λ, entonces

d(avλ, b
v
λ) = d(a, bvλ)− d(a, avλ) = d(a, bvλ)− λ = d(a, b).

Proposición 2.2.3. Sean a, b, v ∈ X, 0 ≤ λ ≤ d(a, v) y 0 ≤ κ ≤ d(b, v). Si
b ∈ −→av, entonces d(avλ, b

v
κ) ≤ d(a, b) + |λ− κ|.

Demostración. Observese que si λ = κ, entonces por la Porposición 2.2.2 se da la

igualdad. Ahora si λ 6= κ, notemos que bvλ ∈
−→
bv, mientras que avλ ∈

−→
ab (b ∈ −→avλv)

ó avλ ∈
−→
bv. Aśı, consideremos los dos casos:

Caso I. b ∈ −→avλv.
Por la Observación 2.2.1,

d(avλ, b
v
κ) = d(avλ, b) + d(b, bbκ) = d(a, b)− λ+ κ ≤ d(a, b) + |λ− κ|.

Caso II. avλ ∈
−→
bv.

i) Si avλ ∈
−→
bvκv, entonces

d(avλ, b
v
κ) = d(avλ, a)− d(a, b)− d(b, bκ) = −d(a, b) + λ− κ ≤ d(a, b) + |λ− κ|.

ii) Si bvκ ∈
−→
avλv, entonces

d(avλ, b
v
κ) = d(a, bvκ)− d(a, avλ) = d(a, b) + d(b, bvκ)− d(a, avλ) ≤ d(a, b) + |λ− κ|.

Proposición 2.2.4. Sean a, b, v ∈ X, 0 ≤ λ ≤ d(a, v) y 0 ≤ κ ≤ d(b, v). Si

v ∈ −→ab, entonces d(avλ, b
v
κ) ≤ d(a, b).

Demostración. Tal situación se puede visualizar en la Figura 2.10.

Figura 2.10: Condiciones de la proposición.
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Por la Observación 2.2.1

d(a, b) = d(a, avλ) + d(avλ, b
v
κ) + d(bvκ, b) = λ+ d(avλ, b

v
κ) + κ.

Aśı,
d(avλ, b

v
κ) = d(a, b)− (λ+ κ) ≤ d(a, b).

Proposición 2.2.5. Sean a, b, v ∈ X, 0 ≤ λ ≤ mı́n {d(a, v), d(b, v)}. Si a 6∈ −→bv y
b 6∈ −→av, entonces d(avλ, b

v
λ) ≤ d(a, b).

Demostración. Observese que si λ = 0 entonces se da la igualdad. Supongamos

que λ > 0, sea z ∈ −→av∩−→bv tal que si w ∈ −→av∩−→bv entonces −→wv ⊂ −→zv. Consideremos
los siguientes tres casos:

Caso I. avλ ∈
−→
bv y bvλ ∈ −→av.

Sin pérdida de generalidad supongamos que d(a, z) ≤ d(b, z). Sea a′ ∈ −→bv tal que
avλ = a′vλ. Como se muestra en Figura 2.11.

Figura 2.11: avλ ∈
−→
bv y bvλ ∈ −→av.

Notemos que d(a′, b) < d(a, b), aśı por la Proposición 2.2.2 d(avλ, b
v
λ) = d(a′, v) <

d(a, b).

Caso II. avλ ∈
−→
bv y bvλ 6∈ −→av.

La justificación en este caso es análoga a la del Caso I.

Caso III. avλ 6∈
−→
bv y bvλ 6∈ −→av.

En este caso notemos que avλ = azλ y bvλ = bzλ, aśı por la Proposición 2.2.4,
d(avλ, b

v
λ) ≤ d(a, b).

La prueba de los casos que se consideran en la demostración de la siguiente
proposición es análoga a los que aparecen en la prueba de la proposición anterior.

Proposición 2.2.6. Sean a, b, v ∈ X, 0 ≤ λ ≤ d(a, v) y 0 ≤ κ ≤ d(b, v). Si

a 6∈ −→bv y b 6∈ −→av, entonces d(avλ, b
v
κ) ≤ d(a, b) + |λ− κ|.

Por las proposiciones anteriores obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.7. Si a, b, v ∈ X, 0 ≤ λ ≤ d(a, v) y 0 ≤ κ ≤ d(b, v), entonces
d(avλ, b

v
κ) ≤ d(a, b) + |λ− κ|.
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Teorema 2.2.8. Sea X un árbol. Entonces la función r : F2(X)→ F1(X), dada
por r(A) = {PM(A)} es 4−Lipschitz.

Demostración. Sean A,B ∈ F2(X). Notemos que H(A, r(A)) = δ(A)
2
. Para la

prueba de este teorema consideramos tres casos:
Caso I. Si |A| = 1 = |B|. entonces se cumple que H(r(A), r(B)) = H(A,B).

Caso II. Si |A| = 2 y |B| = 1. Notemos que en este caso δ(A)
2
≤ H(A,B), aśı,

H(r(A), r(B)) = H(r(A), B) ≤ H(r(A), A) +H(A,B)

≤ δ(A)
2

+H(A,B) ≤ 2H(A,B).

Caso III. Si |A| = 2 = |B|. Consideremos los siguientes dos subcasos:

Subcaso a. H(A,B) ≥ δ(A)
2

.
En este caso se cumple que

H(r(A), r(B)) ≤ H(r(A), A) +H(A,B) +H(B, r(B))

=
δ(A)

2
+H(A,B) +

δ(B)

2
.

Ahora consideremos las siguientes dos situaciones:
i) Si δ(B) ≤ δ(A), se tiene que

H(r(A), r(B)) ≤ H(A,B) + δ(A) ≤ H(A,B) + 2H(A,B) = 3H(A,B)

ii) Si δ(B) > δ(A), entonces por el Lema 2.0.9 obtenemos

δ(B) ≤ 2H(A,B) + δ(A) ≤ 4H(A,B),

y aśı,

H(r(A), r(B)) ≤ δ(A)

2
+H(A,B) +

δ(B)

2
≤ 4H(A,B).

Subcaso b. H(A,B) < δ(A)
2

.
Sean A = {a, c} y B = {b, d}, supongamos que H(A,B) = d(a, b), entonces por
el Corolario 2.2.7 y el Lema 2.0.9, obtenemos

H(r(A), r(B)) = d(PM(A), PM(B)) = d(acδ(A)
2

, bcδ(B)
2

)

≤ d(a, b) + | δ(A)
2
− δ(B)

2
| ≤ 2H(A,B).

Por lo tanto r es una retracción 4−Lipschitz.

Ahora probaremos que F2(X) es un retracto Lipschitz de F3(X), para lo cual
requerimos de los siguientes resultados.

Proposición 2.2.9. Sean a, b, d, e ∈ X. Si d(a, d) < d(a,b)
2

y d(b, e) < d(a,b)
2

,

entonces PM({d, e}) ∈ −→ab.
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Demostración. Para la prueba de esta proposición consideramos tres casos:

Caso I. d, e ∈ −→ab.
Si esto pasa entonces PM({d, e}) ∈ −→de ⊂ −→ab. Como se muestra en la Figura 2.12.

Figura 2.12: d, e ∈ −→ab.

Caso II. d ∈ −→ab pero e /∈ −→ab, ó e ∈ −→ab pero d /∈ −→ab.
Sin pérdida de generalidad supongamos que d ∈ −→ab pero e /∈ −→ab. En esta situación
consideramos los siguientes dos subcasos:

Subcaso a.
−→
ab ⊂ −→ae. (Véase Figura 2.13).

Figura 2.13:
−→
ab ⊂ −→ae.

Notemos que PM({d, b}) ∈ −→ab y como d(b, e) < d(b, d) entonces PM({d, e}) =

PM({d, b})ed(b,e)
2

∈ −→ab.
Subcaso b.

−→
ab 6⊂ −→ae. En este subcaso tenemos que existe t ∈ −→ab tal que d(b, e) =

d(b, t) + d(t, e). Como se muestra en la Figura 2.14.

Figura 2.14:
−→
ab 6⊂ −→ae.

Dado que d(a, b) = d(a, d)+d(d, t)+d(t, b) y d(b, e) = d(b, t)+d(t, e), entonces
d(d, t)− d(t, e) = d(a, b)− d(a, d)− d(b, e) > 0 y aśı se tiene que d(d, t) > d(t, e).
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Como d, t ∈ −→ab, entonces PM({d, e}) = PM({d, t})ed(t,e)
2

∈ −→at ⊂ −→ab.
Caso III. d, e 6∈ −→ab. Consideremos los siguientes dos subcasos:

Subcaso a.
−→
ab ⊂ −→de. (Véase Figura 2.15).

Figura 2.15:
−→
ab ⊂ −→de.

Por Caso II. PM({d, b}) ∈ −→ab y d(e, b) < d(a, b) ≤ d(d, b), entonces

PM({d, e}) = PM({d, b})ed(b,e)
2

∈ −→ab.

Subcaso b.
−→
ab 6⊂ −→de. Sean s, t tales que

d(a, d) = d(a, s) + d(s, d) y d(b, e) = d(b, t) + d(t, e).

i)
−→
st ⊂ −→ab.(Véase Figura 2.16).

Figura 2.16:
−→
st ⊂ −→ab.

Como
−→
st ⊂ −→de, aplicando el Subacaso a. PM({d, e}) ∈ −→st ⊂ −→ab.

ii)
−→
st 6⊂ −→ab y

−→
ab 6⊂ −→st . Como se muestra en la Figura 2.17.
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Figura 2.17:
−→
st 6⊂ −→ab y

−→
ab 6⊂ −→st .

En esta situación tenemos que t ∈ −→ab o s ∈ −→ab, sin pérdida de generalidad

supongamos que t ∈ −→ab. Aplicando el Caso II. tenemos que PM({d, t}) ∈ −→at y

como d(t, e) < d(t, d) entonces PM({d, e}) = PM({d, t})ed(t,e)
2

∈ −→at ⊂ −→ab.

Proposición 2.2.10. Sean x, y, z ∈ X tres puntos distintos. Entonces |−→xy∩−→yz∩
−→xz| = 1.

Demostración. Como X no tiene curvas cerradas simples tenemos que se cumplen
las siguientes dos cosas:

1. −→xy ∩ −→zx es {x} ó es un arco contenido en −→xy, y

2. −→xy ∩ −→zy es {y} ó es un arco contenido en −→xy.

Notemos que −→xy∩−→zx = {x} y −→xy∩−→zy = {y} no se puede dar pues de lo contrario
tendriamos una curva cerrada simple.

Si −→xy∩−→zx = {x} y −→xy∩−→zy es un arco contenido en −→xy entonces −→xy∩−→yz∩−→xy =
{x}.

Si −→xy∩−→zx es un arco contenido en −→xy y −→xy∩−→zy = {y} entonces −→xy∩−→yz∩−→xy =
{y}.

Si −→xy ∩ −→zx es un arco contenido en −→xy, digamos −→vx, y −→xy ∩ −→zy es un arco
contenido en −→xy, digamos −→wy. Como X no tiene curvas cerradas simples
entonces v = w y se tiene que −→xy ∩ −→yz ∩ −→xy = {v}.

Proposición 2.2.11. Sean x, y, z ∈ X tres puntos distintos. Si d(x, y) ≤ d(x, z)

y d(x, y) ≤ d(y, z), entonces z
PM({x,y})
d(x,y)

2

∈ −→zv, donde v es el punto que garantiza la

proposición anterior.
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Demostración. Sea z′ = z
PM({x,y})
d(x,y)

2

. Para la prueba de esta proposición considere-

mos los siguientes dos casos:
Caso I. v = x ó v = y.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que v = x. Notemos que z /∈ −→xy y como
d(z, z′) < d(z, x) < d(z, PM({x, y})), entonces z′ ∈ −→zx.
Caso II. Si v 6= x y v 6= y.
En este caso notemos que

d(z, z′) =
d(x, y)

2
≤ máx {d(x, v), d(v, y)} ≤ d(v, z),

y por tanto z′ ∈ −→zv.

Teorema 2.2.12. Sean X un árbol y r : F3(X)→ F2(X) dada por

r(A) =





{
PM({a, b}), cPM({a,b})

δ(A)
2

}
si |A| = 3,

A si |A| < 3,
(2.3)

donde A = {a, b, c} y a, b son tales que δ(A) = d(a, b). Como se muestra en
la Figura 2.18.

Figura 2.18: Retracción r.

Entonces r es 4-Lipschitz.

Demostración. Sean A,B ∈ F3(X). Notemos que H(A, r(A)) = δ(A)
2
. Considere-

mos los siguientes tres casos:
Caso I. Si |A| < 3 y |B| < 3, entonces H(r(A), r(B)) = H(A,B).

Caso II. Si |A| = 3 y |B| < 3, notemos que δ(A)
2
≤ H(A,B), entonces

H(r(A), r(B)) ≤ 2H(A,B), cuya prueba es idéntica al Caso II. del Teorema 2.2.8.
Caso III. Si |A| = 3 = |B|. Consideremos los siguientes dos subcasos:

Subcaso a. Si H(A,B) ≥ δ(A)
2

, entonces H(r(A), r(B)) ≤ 4H(A,B), la prueba
es idéntica a la del Subcaso a. del Caso III. del Teorema 2.2.8.
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Subcaso b. H(A,B) < δ(A)
2

. Supongamos que B = {g, e, f} tal que d(a, g) <
δ(A)

2
, d(b, e) < δ(A)

2
y d(c, f) < δ(A)

2
. Notemos que

H(A,B) = máx {d(a, g), d(b, e), d(c, f)} . (2.4)

De aqúı tenemos tres situaciones, δ(B) = d(g, e), δ(B) = d(e, f) ó δ(B) = d(g, f).

1. Si δ(B) = d(g, e). Sean c′ = c
PM({a,b})
δ(A)
2

y f ′ = f
PM({g,e})
δ(B)
2

. Observese que en

esta situación

H(r(A), r(B)) ≤ máx {d(PM({a, b}), PM({g, e})), d(c′, f ′)} . (2.5)

Por un lado, por la Proposición 2.2.9 tenemos que PM({g, e}) ∈ −→ab y aśı,

d(PM({a, b}), PM({g, e})) = d
(
abδ(A)

2

, gbδ(B)
2

)
,

luego por (2.4), el Corolario 2.2.7 y el Lema 2.0.9 tenemos que

d(PM({a, b}), PM({g, e})) ≤ d(a, g) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (2.6)

Ahora probaremos que d(c′, f ′) ≤ 2H(A,B), para tal efecto consideramos
las siguientes dos situaciones:

a)
−→
ab ⊂ −→ac ó

−→
ab ⊂ −→bc.

Sin pérdida de generalidad supongamos que pasa lo primero, entonces
por el Corolario 2.2.7, (2.4) y el Lema 2.0.9, tenemos que

d(c′, f ′) = d(caδ(A)
2

, faδ(B)
2

) ≤ d(c, f)+
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (2.7)

b)
−→
ab 6⊂ −→ac y

−→
ab 6⊂ −→bc.

Sea v =
−→
ab ∩ −→bc ∩ −→ac. Como PM({a, b}), PM({g, e}) ∈ −→ab, entonces

tenemos las siguientes dos opciones:

i) PM({a, b}), PM({g, e}) ∈ −→va ó PM({a, b}), PM({g, e}) ∈ −→vb.
Sin pérdida de generalidad, supongamos lo primero, entonces
d(c′, f ′) = d(caδ(A)

2

, faδ(B)
2

), luego por el Corolario 2.2.7, (2.4) y el

Lema 2.0.9 se tiene que

d(c′, f ′) ≤ d(c, f) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (2.8)

ii) PM({a, b} ∈ −→av y PM({g, e}) ∈ −→vb) ó (PM({a, b}) ∈ −→vb y
PM({g, e}) ∈ −→av).
Sin pérdida de generalidad supongamos lo primero. Notemos que

en esta situación v ∈ −→be. Aśı, por la Proposición 2.2.11 tenemos
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que c′ ∈ −→cv y f ′ ∈ −→fv, lo que implica que d(c′, f ′) = d(cvδ(A)
2

, f vδ(B)
2

).

Por el Corolario 2.2.7, (2.4) y el Lema 2.0.9, se tiene que

d(c′, f ′) ≤ d(c, f) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (2.9)

Por lo tanto, (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) y (2.9) implican en esta situación que
H(r(A), r(B)) ≤ 2H(A,B).

2. Si δ(B) = d(e, f). Sean g′ = g
PM({e,f})
δ(B)
2

y c′ como en la situación anterior.

Observese que en esta situación

H(r(A), r(B)) ≤ máx {d(PM({a, b}), g′), d(c′, PM({e, f})} . (2.10)

Por la Proposición 2.2.9 tenemos que PM({e, f}) ∈ −→bc. Consideremos las
siguientes dos posibilidades:

a)
−→
ab ⊂ −→ac ó

−→
ab ⊂ −→bc.

Sin pérdida de generalidad supongamos que pasa lo primero. Dado que

PM({e, f}) ∈ −→bc obtenemos que d(g′, PM({a, b})) = d(gcδ(B)
2

, acδ(A)
2

).

Utilizando el Corolario 2.2.7, (2.4) y el Lema 2.0.9 se tiene que

d(g′, PM({a, b})) ≤ d(a, b) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (2.11)

Por otro lado, como c′ ∈ −→cb y PM({e, f}) ∈ −→bc, entonces
d(c′, PM({e, f})) = d(cbδ(A)

2

, f bδ(B)
2

) y por el Corolario 2.2.7, (2.4) y el

Lema 2.0.9 tenemos que

d(c′, PM({e, f})) ≤ d(c, f) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (2.12)

b)
−→
ab 6⊂ −→ac y

−→
ab 6⊂ −→bc.

Sea v =
−→
ab ∩ −→bc ∩ −→ac. Por la Proposición 2.2.11 tenemos que c′ ∈ −→cv

y como PM({e, f}) ∈ −→bc, entonces PM({e, f}) ∈ −→cv ó PM({e, f}) ∈−→
vb. Aśı, en cualquier caso d(c′, PM({e, f})) = d(cbδ(A)

2

, f bδ(B)
2

), y por el

Corolario 2.2.7, (2.4) el Lema 2.0.9 se tiene que

d(c′, PM({e, f})) ≤ d(c, f) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (2.13)

Por otro lado, como PM({a, b}) ∈ −→ab, PM({e, f}) ∈ −→cb, entonces
tenemos las siguientes opciones:

1) PM({a, b}) ∈ −→va y PM({e, f}) ∈ −→vc.
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2) PM({a, b}) ∈ −→va y PM({e, f}) ∈ −→vb.
3) PM({a, b}) ∈ −→vb y PM({e, f}) ∈ −→vc.
4) PM({a, b}) ∈ −→vb y PM({e, f}) ∈ −→vb.

Notemos que d(PM({a, b}), g′) = d(abδ(A)
2

, dbδ(B)
2

) en las cuatro opciones.

Aśı, usando el Corolario 2.2.7, (2.4) y el Lema 2.0.9 tenemos que

d(PM({a, b}), g′) ≤ d(a, b) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (2.14)

Por lo tanto, (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) y (2.14) implican en esta
situación que H(r(A), r(B)) ≤ 2H(A,B).

3. Si δ(B) = d(g, f). Observemos que en esta situación solo se cumple que−→
ab 6⊂ −→ac y

−→
ab 6⊂ −→bc, en donde se satisface que H(r(A), r(B)) ≤ 2H(A,B),

cuya prueba es análoga a la de la posibilidad (b) de 2.

Por lo anterior para el Subcaso b. obtenemos que H(r(A), r(B)) ≤ 2H(A,B).
Concluyendo aśı la demostración del teorema.

Corolario 2.2.13. Si X es un árbol, entonces F1(X) es un retracto 16-Lipschitz
de F3(X).
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Resultados

Tras la metodoloǵıa utilizada en esta tesis se destacan los siguientes resultados
ya conocidos:

Se logro comprender la idea geométrica de la prueba de que F2(I2) es ho-
meomorfo a I4 pero que para n ≥ 3, Fn(I2) no es homeomorfo a ningún
subconjunto de R2n y F2(In) tampoco.

Se demostró que todas las isometŕıas definidas en Fm(Rn) vienen inducidas
de isometŕıas en Rn.

Y los resultados originales que obtuvimos a lo largo del desarrollo de este trabajo
son:

Se demostró que Fn−1(X) es un retracto (6n+ 1)-Lipschitz de Fn(X) para
X un m-odo simple.

Se probó que si X es un árbol entonces Fn−1(X) es un retracto 4-Lipschitz
de Fn(X) para n ≤ 3.

Y como consecuencia los siguientes:

Corolario 2.2.14. Sean n ≥ 2. Si X es un m-odo simple, entonces para toda
k < n se tiene que Fk(X) es un retracto L-Lipschitz de Fn(X), donde L =
(6n+ 1)(6(n− 1) + 1) · · · (6(k + 1)) + 1).

Corolario 2.2.15. Si X es un árbol, entonces F1(X) es un retracto 16-Lipschitz
de F3(X).
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Discusión

Después de probar que para X un m−odo, Fn−1(X) es un retracto Lipschitz
de Fn(X), aún quedan muchos problemas pendientes por contestar, como los
siguientes:

Problema 2.2.16. Mejorar la constante de Lipschitz de los teoremas 2.1.7, 2.2.8
y 2.2.12, aśı como también de los corolarios 2.2.14 y 2.2.15.

Problema 2.2.17. Con relacion al Teorema 2.1.7, encontrar una constante de
Lipschitz que no dependa de n.

Problema 2.2.18. ¿Existen retracciones Lipschitz de Fn(X) en Fk(X), para X
un árbol y n ≥ 4?

Y con respecto al Teorema 1.4.29, tenemos el siguiente

Problema 2.2.19. Sea l, n ∈ N con n ≥ 2. ¿Es χn : (Isomd(X), ◦)→ (IsomH(Fn(X)), ◦)
un isomorfismo cuando X es un subconjunto convexo de Rl?.
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Conclusiones

Nuestro objetivo principal fue estudiar los productos simétricos de espacios
euclidianos desde el punto de vista de la Teoŕıa de funciones geométricas y sus
encajes bi-Lipschitz, el cual consideramos se cumplió. Mas espećıficamente pudi-
mos comprender la geometŕıa que hay detras de los resultados clásicos probados
en [15], por R. Moslki. También aprendimos que la geometŕıa de Fn(Rl) es muy
parecida a la de Rl tanto que todas las isometŕıas definidas en Fn(Rl) vienen indu-
cidas de isometŕıas en Rl, con l, n ∈ N. Además se logró demostrar que Fn−1(X)
es un retracto Lipschitz de Fn(X) para X un m-odo simple. Para X un árbol,
no dimos una respuesta tan general como para los m−odos, pero obtuvimos que
Fn−1(X) es un retracto Lipschitz de Fn(X) cuando n ≤ 3.
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Lipschitz retractions on symmetric products of trees
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Abstract

Given a continuum X and a positive integer n, Fn(X) denotes the hyperspace of non-empty
subsets of X with at most n elements, endowed with the Hausdorff metric. In this article, given X
a simple m-od, we prove that Fn−1(X) is a (6n + 1) - Lipschitz retract of Fn(X) for every n ≥ 2,
and that Fn−1(X) is a 4- Lipschitz retract of Fn(X) for X a tree and n = 2, 3.

2010 Mathematics Subject Classification. 54B20, 54C15, 54E40.
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1 Introduction

A continuum is a non degenerated compact connected metric space. Given n ∈ N, the n-fold symmetric
product of a continuum X, Fn(X), is defined as the space of non-empty subsets of cardinality at most
n, endowed with the Hausdorff metric. The symmetric products were introduced by K. Borsuk and S.
Ulam in [2].

A map f : (X, dX) → (Y, dY ) is called Lipschitz if there is a real number L > 0, such that
dY (f(a), f(b)) ≤ LdX(a, b). A subset Y of a continuum X is a Lipschitz retract of X if there exists a
Lipschitz map r : X → Y that fixes Y pointwise. Notice that F1(X) ⊂ F2(X) ⊂ F3(X) ⊂ · · · . L. V.
Kovalev proposed the following interesting problem in [5, Problem 4.1, p. 806]:

Problem 1 Characterize the metric spaces X such that Fk(X) is a Lipschitz retract of Fn(X) when-
ever k < n.

In general there are no retractions r : Fn(X)→ Fk(X) (with 1 ≤ k < n), for example if X is the circle
S1 it is known that F2(X) is homeomorphic to the Möbius band, see [2, p. 887], where F1(S1) could
be identified with its border, also R. Bott in [3] proved that F3(X) is homeomorphic to the 3-sphere,
S3. However, F1(S1) is embedded in the form of a trefoil knot in F3(S1) as shown by J. Mostovoy in
[8]. In a positive way, L. V. Kovalev in [5, Lemma 4.2, p. 806] showed that for any connected and
non-empty subset X of the real line, there exists r : Fn(X) → Fk(X) a Lipschitz retraction. In [1]
and [4], Lipschitz retractions are studied in symmetric products of Hadamard spaces and [6] on Hilbert
spaces of finite and infinite dimensions.

In Section 3 of this article we prove that for every n ≥ 2, Fn−1(X) is a (6n+ 1)-Lipschitz retract of
Fn(X) for X a simple m-od, and in Section 4 we prove that if X is a tree then Fn−1(X) is a 4-Lipschitz
retract of Fn(X) for n = 2, 3. At the end of this paper, some questions are proposed that remain open.

2 Preliminaries

Given a continuum X with metric d, a ∈ X, A ⊂ X and ε > 0. Bd(a, ε) denotes the open ball of radio
ε with center in a and we define

Bd(A, ε) =
⋃

a∈A
Bd(a, ε),

dist(a,A) = min {d(a, b) : b ∈ A} .
Let n ∈ N. We consider

Fn(X) = {A ⊂ X : 1 ≤ |A| ≤ n}
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with the Hausdorff metric given by

H(A,B) = inf {ε > 0 : A ⊂ Bd(B, ε) y B ⊂ Bd(A, ε)}

= max{max
a∈A

dist(a,B),max
b∈B

dist(b, A)}

for any A,B ∈ Fn(X).
A finite graph is a continuum that can be written as the union of a finite number of arcs, which
we will call edges, say e1, e2, . . . , en, such that ei intersects ej only on one or both end points, to
i, j ∈ {1, . . . , n} with i 6= j.

A tree is a finite graph without subspaces homeomorphic to the circle S1. Given m ∈ N, a simple
m-od is a tree with m edges e1, e2, . . . , em, such that ei ∩ ej = v for any i 6= j and v a fixed point.
Let A ∈ Fn(X). If |A| = n, we define δ(A) = min{d(a, b) : a, b ∈ A, a 6= b} otherwise δ(A) = 0.
The following lemma is easy to verify.

Lemma 2 Let (X, d) be a metric space and A,B ∈ Fn(X). If a ∈ A then there is b ∈ B such that
d(a, b) ≤ H(A,B). Moreover, dist(a,B) ≤ H(A,B).

Note that the previous lemma is valid if A and B are elements of the hyperspace of closed subsets of
X. The next lemma shows that the function δ : Fn(X)→ [0,∞) is Lipschitz.

Lemma 3 Let (X, d) be a metric space. If A,B ∈ Fn(X), then |δ(A)− δ(B)| ≤ 2H(A,B)

Proof. To prove this lemma we consider two cases:
Case I. If δ(A) = δ(B), then |δ(A)− δ(B)| = 0 ≤ 2H(A,B).
Case II. If δ(A) 6= δ(B). Suppose that A = {a1, . . . , an} and B = {b1, . . . , bn}. Without loss of

generality we can assume that δ(A) > δ(B). Let b1 and b2 such that δ(B) = d(b1, b2), in case δ(B) = 0,
we consider b1 = b2.
By Lemma 2 we have that there exists a1, a2 ∈ A such that

d(b1, a1) ≤ H(A,B) and d(b2, a2) ≤ H(A,B). (1)

For the other hand
d(a1, a2) ≤ d(a1, b1) + d(b1, b2) + d(b2, a2). (2)

So, by (1) and (2) we obtain,
d(a1, a2)− d(b1, b2) ≤ 2H(A,B). (3)

Similarly,
d(b1, b2)− d(a1, a2) ≤ 2H(A,B). (4)

Therefore by (3) and (4),

| δ(A)− δ(B) |≤| d(b1, b2)− d(a1, a2) |≤ 2H(A,B).

The lemma is demonstrated.

3 Simple m-ods

In this section we prove that for any simple m-od it is satisfied that its k-th symmetric product is a
Lipschitz retract of its n-th symmetric product for 1 ≤ k < n.

Let m ∈ N, in this section we consider a simple m-od, X, defined in the following way

X =

m⋃

i=1

Ti

where T1 = {(x1, 0, . . . , 0) ∈ Rm : 0 ≤ x1 ≤ 1} and Tk = {(0, . . . , xk, . . . , 0) ∈ Rm : −1 ≤ xk < 0}

for k = 2, . . . ,m. We consider X with the given metric by d(x, y) =

m∑

i=1

|xi − yi| for any x =

(x1, . . . , xm) , y = (y1, . . . , ym) ∈ X.
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For each i = 1, . . . ,m, πi : Rm → R denotes the i-th projection given by πi((x1, . . . , xm)) = xi. Given
a, b ∈ Ti we say that a ≤ b if and only if πi(a) ≤ πi(b).
Given A ∈ Fn(X), for each i = 1, . . . ,m; suppose that A ∩ Ti = {ti1, . . . , tiri} with tij−1 < tij for
j = 2, . . . , ri.

For each a ∈ A we define a′ in the following way:

• If a ∈ T1, then a = t1j for some j ∈ {1, . . . , r1}; thus

a′ =
(
t1j
)′

=

(
max

{
0, π1(t1j )−

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

}
, 0, . . . , 0

)
.

• If a ∈ Ti for i 6= 1 then a = tij for some j ∈ {1, . . . , ri}, thus

a′ =
(
tij
)′

=
(
0, . . . ,min

{
0, πi(t

i
j) + (n− j)δ(A)

}
, . . . , 0

)
.

Proposition 4 If a ∈ T1 then a′ ∈ T1 and a′ ≤ a.

Proof. Since a ∈ T1 then a = t1j for some j ∈ {1, . . . , r1}.
For the first part, notice that

0 ≤ π1(a′) = max

{
0, π1

(
t1j
)
−
(

m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

}
≤ π1(t1j ) = π1(a) ≤ 1,

so a′ ∈ T1.
For the second part, since 0 ≤ π1(a) and

π1(a)−
(

m∑

l=2

rl + j

)
δ(A) ≤ π1(a),

then max

{
0, π1(t1j )− (

m∑

l=2

rl + j)δ(A)

}
≤ π1(a). Therefore a′ ≤ a.

Proposition 5 If a ∈ Ti for some i ∈ {2, . . . ,m} then a′ ∈ Ti ∪
{

0
}

and a ≤ a′.
Proof. As a ∈ Ti then a = tij for some j = 1, . . . , ri. Thus −1 ≤ πi(tij) < 0 and since (n− j)δ(A) ≥ 0,

we have that πi(t
i
j) ≤ πi(tij) + (n− j)δ(A) and since πi(t

i
j) < 0 we obtain

−1 ≤ πi(tij) ≤ πi
(
(tij)
′) = min

{
0, πi(t

i
j) + (n− j)δ(A)

}
≤ 0

that is to say, (0, . . . ,−1, . . . , 0) ≤ a ≤ a′ ≤ 0. Therefore a ≤ a′ and a′ ∈ Ti ∪
{

0
}

.

Proposition 6 If tij−1, t
i
j ∈ Ti for some i ∈ {1, . . . ,m} and for some j ∈ {2, . . . , ri}, then

(
tij−1

)′ ≤(
tij
)′

.

Proof. We consider two cases:

• Case I. Suppose that i = 1. By definition of δ(A) we obtain

π1(tij−1) + δ(A) ≤ π1(tij)

thus,

π1(tij−1)−
(

m∑

l=2

rl + (j − 1)

)
δ(A) = π1(tij−1) + δ(A)−

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

≤ π1(tij)−
(

m∑

l=2

rl + j

)
δ(A).

Then,

π1((tij−1)′) = max

{
0, π1(tij−1)−

(
m∑

l=2

rl + (j − 1)

)
δ(A)

}

≤ max

{
0, π1(tij)−

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

}
= π1((tij)

′).

Therefore (tij−1)′ ≤ (tij)
′.
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• Case II. Suppose that i ∈ {2, . . . ,m}. By definition of δ(A) we have that

π1(tij−1) + δ(A) ≤ π1(tij),

then
π1(tij−1) + (n− j + 1)δ(A) = π1(tij−1) + δ(A) + (n− j)δ(A)

≤ π(tj) + (n− j)δ(A).

Therefore (tij−1)′ ≤ (tij)
′.

Proposition 7 If c, d ∈ A are such that δ(A) = d(c, d), then c′ = d′.

Proof. We consider the following three cases:
Case I. If c, d ∈ T1 then c = t1j−1 and d = t1j for some j ∈ {2, ..., r1}. Since δ(A) = d(c, d), we have

that π1(t1j−1) + δ(A) = π1(t1j ), thus

π1(t1j−1) + δ(A)−
(

m∑

l=2

r1l + j

)
δ(A) = π1(t1j )−

(
m∑

l=2

r1l + j

)
δ(A)

as δ(A)−
(

m∑

l=2

r1l + j

)
δ(A) = −

(
m∑

l=2

r1l + (j − 1)

)
δ(A), we obtain

π1(t1j−1)−
(

m∑

l=2

r1l + (j − 1)

)
δ(A) = π1(t1j )−

(
m∑

l=2

r1l + j

)
δ(A).

Thus

π1((tij−1)′) = max

{
0, π1(t1j−1)−

(
m∑

l=2

r1l + (j − 1)

)
δ(A)

}

= max

{
0, π1(t1j )−

(
m∑

l=2

r1l + j

)
δ(A)

}
= π1((tij)

′).

Therefore c′ = (tij−1)′ = (tij)
′ = d′.

Case II. If c, d ∈ Ti for some i ∈ {2, ...,m}, then c = tij−1 and d = tij for some j ∈ {2, ..., ri}.
Since δ(A) = d(c, d), we have that πi(t

i
j−1) + δ(A) = πi(t

i
j), then

πi(t
i
j−1) + δ(A) + (n− j)δ(A) = πi(t

i
j) + (n− j)δ(A).

As δ(A) + (n− j)δ(A) = (n− j + 1)δ(A) we obtain

πi(t
i
j−1) + (n− (j − 1))δ(A) = πi(t

i
j) + (n− j)δ(A).

Thus

πi((t
i
j−1)′) = max

{
0, π1(tij−1)− (n− (j − 1))δ(A)

}

= max
{

0, π1(tij)− (n− j)δ(A)
}

= π1((tij)
′).

And in this case it is also concluded that c′ = (tij−1)′ = (tij)
′ = d′.

Case III. c ∈ Tu, d ∈ Tv with u 6= v and u, v ∈ {1, . . .m}.
We consider the following two subcases:

Subcaso I. c ∈ T1 or d ∈ T1. Without loss of generality suppose that c ∈ T1, then c = t1j for some
j ∈ {1, . . . , r1}.
Notice that

δ(A) = d(c, d) = d(π1(c), 0) + d(0, π1(d)), (5)

thus π1(c)− δ(A) ≤ π1(c)− d(π1(c), 0) = 0.

As π1(c)−
(

m∑

l=2

r1l + j

)
δ(A) ≤ π1(c)− δ(A),

then π1(c)−
(

m∑

l=2

r1l + j

)
δ(A) ≤ 0. Hence

max

{
0, π1(c)−

(
m∑

l=2

r1l + j

)
δ(A)

}
= 0.
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Thus c′ = 0.
Subcase II. c ∈ Ti o d ∈ Ti for some i ∈ {2, . . . ,m}. Without loss of generality suppose that

c ∈ Ti, thus c = tij for some j = 1, . . . , ri.
By 5 we have that

0 = πi(d) + d(πi(d), 0)
≤ πi(d) + d(πi(d), 0) + d(0, πi(c))

= πi(d) + δ(A) ≤ πi(d) + (n− j)δ(A).

Thus,
min {0, πi(c) + (n− j)δ(A)} = 0

that is, d′ = 0.
Therefore c′ = d′.

Lemma 8 If A = {a1, . . . , am} ∈ Fn(X) then

max {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}} ≤ nδ(A).

Proof. To prove this lemma we require the following cases:
Case I. If |A| < n. By definition we have that δ(A) = 0 and ak = a′k for each k ∈ {1, . . . ,m}. So

max {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}} = 0 ≤ nδ(A).

Case II. If |A| = n. We consider the following two subcases:

• If ak ∈ T1 then ak = t1j for some j ∈ {1, . . . , r1}, by Proposition 4 we have that a′k ≤ ak, and

since
m∑

l=2

rl + j ≤ n

d(ak, a
′
k) ≤

∣∣∣π1(t1j )−
(
π1(t1j )−

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

)∣∣∣

=
∣∣∣
(

m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

∣∣∣

=

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(A)

≤ nδ(A).

• If ak ∈ Ti, for some i ∈ {2, . . . ,m}, then ak = tij for some j ∈ {1, . . . , rj}. Hence,

d(ak, a
′
k) ≤ |πi(tij)−

(
πi(t

i
j) + (n− j)δ(A)

)
|

= (n− j)δ(A)

< nδ(A).

Thus the lemma is demonstrated.
Now, for n ≥ 2 we define the map r : Fn(X) −→ Fn−1(X) given by:

r(A) =




{a′1, . . . , a′n} si |A| = n,

A si |A| < n.
(6)

By the propositions 4, 5, 6 and 7 we have that r is well defined. Next we will show an important
property of the map r that will be very useful in order to prove the main theorem of this section.

Lemma 9 If A = {a1, . . . , am} ∈ Fn(X) then

H(A, r(A)) ≤ max {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}} .
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Proof. For the proof of this lemma we consider two cases:
Case I. If |A| < n, by definition we have that r(A) = A, so

H(A, r(A)) = 0 ≤ max {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}} .

Case II. If |A| = n.
Since

H(A, r(A)) = max{max
a∈A

dist(a, r(A)), max
a′∈r(A)

dist(a′, A)},

it is enough to demonstrate the following two things:

i) maxa∈A dist(a, r(A)) ≤ max {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}}, and

ii) maxa′∈r(A) dist(a′, A) ≤ max {d(ak, a
′
k) : k ∈ {1, . . . ,m}}.

To show i), given aj ∈ A with j ∈ {1, . . . , n}, we have that

dist(aj , r(A)) = min {d(aj , a
′
i)|a′i ∈ r(A)}

≤ d(aj , a
′
j)

≤
max {d(ak, a

′
k)|k = 1, . . . , n} .

Similarly to prove ii), let a′j ∈ r(A) with j ∈ {1, . . . , n}, then we have that

dist(a′j , A) = min
{
d(a′j , a)|a ∈ A

}

≤ d(aj , a
′
j)

≤
max {d(ak, a

′
k)|k = 1, . . . , n} .

Therefore, if |A| = n we obtain

H(A, r(A)) ≤ max {d(ak, a
′
k)|k = 1, . . . , n} .

Theorem 10 Let n ≥ 2. If X is a simple m-od then Fn−1(X) is a Lipschitz retract of Fn(X).

Proof. It suffices to prove that the retraction r given in (6) is Lipschitz, for which we consider two
cases:
Case I. A = B.
Clearly in this case the Lipschitz inequality is satisfied since

H(r(A), r(B)) = 0 = H(A,B).

Case II. A 6= B.
In this case, consider the following two subcases:

Subcase I. δ(A) ≤ 2H(A,B).
By Lemma 3 we have that

δ(B) ≤ |δ(B)− δ(A)|+ δ(A) ≤ 2H(A,B) + δ(A)
≤ 2H(A,B) + 2H(A,B) = 4H(A,B).

Thus, also applying lemmas 8 and 9 we obtain

H(r(A), r(B)) ≤ H(r(A), A) +H(A,B) +H(B, r(B))
≤ nδ(A) +H(A,B) + nδ(B)
≤ 2nH(A,B) +H(A,B) + 4nH(A,B)
= (6n+ 1)H(A,B).
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Subcase II. δ(A) > 2H(A,B).
Under these circumstances notice that δ(B) > 0, otherwise by Lemma 3 we have that δ(A) = |δ(A)−
δ(B)| ≤ 2H(A,B), which is a contradiction.
From the above |A| = n = |B|. Thus, we suppose that A = {a1, . . . , an}, B = {b1, . . . , bn} and let
ε = H(A,B).
Claim a) B ∩Bε(ak) 6= ∅, for each k ∈ {1, . . . , n}.
Indeed, by Lemma 2 we have that there exists b ∈ B such that d(ak, b) ≤ H(A,B) and thus b ∈
B ∩Bε(ak).
Claim b) Given j, k ∈ {1, . . . , n} with k 6= j, Bε(ak) ∩Bε(aj) = ∅.
Indeed, if p ∈ Bε(ak) ∩ Bε(aj), then d(ak, p) ≤ H(A,B) and d(aj , p) ≤ H(A,B) and so we have that
2H(A,B) < δ(A) ≤ d(ak, aj) ≤ d(ak, p) + d(p, aj) ≤ 2H(A,B), which is not possible.
By claims a) and b) for each k ∈ {1, . . . , n}, there is a unique s(k) such that bs(k) ∈ Bε(ak). Also ak
and bs(k) satisfy the following claim.
Claim c) d(a′k, b

′
s(k)) ≤ (2n+ 1)H(A,B).

For the proof of this claim we consider the following four cases:
Case i) ak ∈ Ti for some i ∈ {2, . . . ,m} and bs(k) ∈ T1.
By propositions 4 and 5 we have that ak ≤ a′k and b′s(k) ≤ bs(k), so d(a′k, b

′
s(k)) ≤ d(ak, bs(k)) and since

bs(k) ∈ Bε(ak), then

d(a′k, b
′
s(k)) ≤ d(ak, bs(k)) ≤ H(A,B) < (2n+ 1)H(A,B).

Case ii) ak, bs(k) ∈ Ti for some i ∈ {2, . . . ,m}.
In this case we have that ak = tij and bs(k) = sij . Let p = πi(t

i
j)+(n−j)δ(A) and q = πi(s

i
j)+(n−j)δ(B).

Thus, πi(a
′
k) = min {0, p} = p−|p|

2 and πi(b
′
s(k)) = min {0, q} = q−|q|

2 . Then,

d(a′k, b
′
s(k)) =

∣∣∣ (p− |p|)− (q − |q|)
2

∣∣∣,

so,

2d(a′k, b
′
s(k)) =

∣∣∣(p− q) + (|q| − |p|)
∣∣∣ ≤ |p− q|+ ||q| − |p||.

Since ||q| − |p|| ≤ |p− q|, we have 2d(a′k, b
′
s(k)) ≤ 2|p− q|. So, by Lema 3 we have that

d(a′k, b
′
s(k)) ≤ |πi(tij)+(n−j)δ(A)−(πi(s

i
j)+(n−j)δ(B))|

≤ |πi(tij)− (πi(s
i
j)|+ (n− j)|δ(A)− δ(B)|

≤ H(A,B) + 2nH(A,B)
= (2n+ 1)H(A,B).

Case iii) ak, bs(k) ∈ T1.
In this case we have that ak = t1j and bs(k) = s1j .

Let p = π1(t1j )−
(

m∑

l=2

rl + j

)
δ(A) and q = π1(s1j )−

(
m∑

l=2

rl + j

)
δ(B).

Hence, πi(a
′
k) = max {0, p} = p+|p|

2 and πi(b
′
s(k)) = max {0, q} = q+|q|

2 .

Continuing as in Case ii) we obtain d(a′k, b
′
s(k)) ≤ (2n+ 1)H(A,B).

Case iv) ak ∈ Tu and bs(k) ∈ Tv with u, v ∈ {2, . . . ,m} and u 6= v.
By Proposition 4 we have that ak ≤ a′k and bs(k) ≤ b′s(k), thus

d(a′k, b
′
s(k)) ≤ d(ak, bs(k)) ≤ H(A,B) < (2n+ 1)H(A,B).

This concludes the proof of Claim c).
Now remember that

H(r(A), r(B)) = max

{
max
a′∈r(A)

dist(a′, r(B)), max
b′∈r(B)

dist(b′, r(A))

}
.

Without loss of generality, suppose that

H(r(A), r(B)) = max
a′∈r(A)

dist(a′, r(B)).

Then for some j ∈ {1, . . . , n},
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H(r(A), r(B)) = dist(a′j , r(B))
≤ d(a′j , b

′
s(j))

≤ maxk d(a′k, b
′
s(k))

≤ (2n+ 1)H(A,B)
< (6n+ 1)H(A,B).

Therefore in any case we have that

H(r(A), r(B)) ≤ (6n+ 1)H(A,B).

That is, r is (6n+ 1)− Lipschitz.
By [7, Proposición 2.1.3, p. 10] we have the following corollary

Corollary 11 Let n ≥ 2. If X is a simple m-od, then for all 1 ≤ k < n, Fk(X) is a L-Lipschitz
retract of Fn(X), where L = (6n+ 1)(6(n− 1) + 1) · · · (6(k + 1)) + 1).

4 Trees

Let X be a tree, let’s assume that the metric d in X is the arc length metric. Also, suppose that each
edge ei of X has length one.

Given a, b ∈ X,
−→
ab denotes the arc that goes from a to b. Given 0 ≤ λ < d(a, b), we define abλ as

the only point in the arc
−→
ab such that d(a, abλ) = λ and we define the midpoint of {a, b}, denoted by

PM({a, b}), as the only point in the arc
−→
ab such that d(a, PM({a, b})) = d(PM({a, b}), b).

Remark 12 Let a, b, c ∈ X. Then c ∈ −→ab if and only if d(a, b) = d(a, c) + d(c, b).

Proposition 13 Let a, b, v ∈ X and 0 ≤ λ ≤ d(b, v). If b ∈ −→av then d(avλ, b
v
λ) = d(a, b).

Proof. We consider two cases:
Case I. b ∈ −−→avλv.
By Remark 12 d(avλ, b

v
λ) = d(avλ, b) + d(b, bvλ) = d(a, b)− λ+ λ = d(a, b).

Case II. avλ ∈
−→
bbvλ.

Since d(a, bvλ) = d(a, b) + λ, then d(avλ, b
v
λ) = d(a, bvλ)− d(a, avλ) = d(a, bvλ)− λ = d(a, b).

Proposition 14 Let a, b, v ∈ X, 0 ≤ λ ≤ d(a, v) and 0 ≤ κ ≤ d(b, v). If b ∈ −→av, then d(avλ, b
v
κ) ≤

d(a, b) + |λ− κ|.
Proof. Notice that if λ = κ, then Porposition 13 give the equality. Now if λ 6= κ, let’s consider the
following two cases:

Case I. b ∈ −−→avλv.
By Remark 12, d(avλ, b

v
κ) = d(avλ, b) + d(b, bbκ) = d(a, b)− λ+ κ ≤ d(a, b) + |λ− κ|.

Case II. avλ ∈
−→
bv.

i) If avλ ∈
−→
bvκv, then d(avλ, b

v
κ) = d(avλ, a)− d(a, b)− d(b, bκ) = −d(a, b) + λ− κ ≤ d(a, b) + |λ− κ|.

ii) If bvκ ∈
−−→
avλv, then d(avλ, b

v
κ) = d(a, bvκ)− d(a, avλ) = d(a, b) + d(b, bvκ)− d(a, avλ) ≤ d(a, b) + |λ− κ|.

Proposition 15 Let a, b, v ∈ X, 0 ≤ λ ≤ d(a, v) and 0 ≤ κ ≤ d(b, v). If v ∈ −→ab, then d(avλ, b
v
κ) ≤

d(a, b).

Proof. By Remark 12 d(a, b) = d(a, avλ) + d(avλ, b
v
κ) + d(bvκ, b) = λ + d(avλ, b

v
κ) + κ. So d(avλ, b

v
κ) =

d(a, b)− (λ+ κ) ≤ d(a, b).

Proposition 16 Let a, b, v ∈ X, 0 ≤ λ ≤ min {d(a, v), d(b, v)}. If a 6∈ −→bv and b 6∈ −→av, then d(avλ, b
v
λ) ≤

d(a, b).

Proof. Note that if λ = 0 then the equality follows. Suppose that λ > 0, let z ∈ −→av ∩ −→bv such that if

w ∈ −→av ∩ −→bv then −→wv ⊂ −→zv. We consider the following three cases:

Case I. avλ ∈
−→
bv and bvλ ∈ −→av.

Without loss of generality, suppose that d(a, z) ≤ d(b, z). Let a′ ∈ −→bv such that avλ = a′vλ. Note that
d(a′, b) < d(a, b), thus by Proposition 13 d(avλ, b

v
λ) = d(a′, v) < d(a, b).
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Case II. avλ ∈
−→
bv and bvλ 6∈ −→av.

The justification in this case is analogous to the one in Case I.

Case III. avλ 6∈
−→
bv and bvλ 6∈ −→av.

In this case, note that avλ = azλ and bvλ = bzλ, so by Proposition 15, d(avλ, b
v
λ) ≤ d(a, b).

The proof of the cases that are considered in the following proposition’s demonstration is similar to
those used to prove the previous proposition.

Proposition 17 Let a, b, v ∈ X, 0 ≤ λ ≤ d(a, v) and 0 ≤ κ ≤ d(b, v). If a 6∈ −→bv and b 6∈ −→av, then
d(avλ, b

v
κ) ≤ d(a, b) + |λ− κ|.

From the previous propositions we obtain the following corollary.

Corollary 18 If a, b, v ∈ X, 0 ≤ λ ≤ d(a, v) and 0 ≤ κ ≤ d(b, v), then d(avλ, b
v
κ) ≤ d(a, b) + |λ− κ|.

Theorem 19 Let X be a tree. Then the map r : F2(X) → F1(X), given by r(A) = {PM(A)} is
4−Lipschitz.

Proof. Let A,B ∈ F2(X). Note that H(A, r(A)) = δ(A)
2 . For the proof of this theorem we consider

three cases:
Case I. If |A| = 1 = |B|. Then H(r(A), r(B)) = H(A,B).

Case II. If |A| = 2 and |B| = 1. Note that in this case δ(A)
2 ≤ H(A,B), thus H(r(A), r(B)) =

H(r(A), B) ≤ H(r(A), A) +H(A,B) ≤ δ(A)
2 +H(A,B) ≤ 2H(A,B).

Case III. If |A| = 2 = |B|. We consider the following two subcases:

Subcase a. H(A,B) ≥ δ(A)
2 .

In this case it is true that

H(r(A), r(B)) ≤ H(r(A), A) +H(A,B) +H(B, r(B))

=
δ(A)

2
+H(A,B) +

δ(B)

2
.

Now we consider the following two situations:
i) If δ(B) ≤ δ(A), it is satisfied that

H(r(A), r(B)) ≤ H(A,B) + δ(A) ≤ H(A,B) + 2H(A,B) = 3H(A,B)

ii) If δ(B) > δ(A), then by Lemma 3 we get

δ(B) ≤ 2H(A,B) + δ(A) ≤ 4H(A,B),

and thus

H(r(A), r(B)) ≤ δ(A)

2
+H(A,B) +

δ(B)

2
≤ 4H(A,B).

Subcase b. H(A,B) < δ(A)
2 .

Let A = {a, c} and B = {b, d}, suppose that H(A,B) = d(a, b), then by Corollary 18 and Lemma 3 we
obtain

H(r(A), r(B)) = d(PM(A), PM(B)) = d(acδ(A)
2

, bcδ(B)
2

)

≤ d(a, b) + | δ(A)
2 − δ(B)

2 | ≤ 2H(A,B).

Therefore, r is a 4−Lipschitz retraction.
Now we will prove that F2(X) is a Lipschitz retract of F3(X), for which we require the following results.

Proposition 20 Let a, b, d, e ∈ X. If d(a, d) < d(a,b)
2 and d(b, e) < d(a,b)

2 then PM({d, e}) ∈ −→ab.

Proof. For the proof of this proposition we consider three cases:

Case I. d, e ∈ −→ab.
If this happens then PM({de}) ∈ −→de ⊂ −→ab.
Case II. d ∈ −→ab but e /∈ −→ab, or e ∈ −→ab but d /∈ −→ab.
Without loss of generality, suppose that d ∈ −→ab but e /∈ −→ab. In this situation we consider the following
two subcases:
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Subcase a.
−→
ab ⊂ −→ae. Note that PM({d, b}) ∈ −→ab and since d(b, e) < d(b, d) then PM({d, e}) =

PM({d, b})ed(b,e)
2

∈ −→ab.
Subcase b.

−→
ab 6⊂ −→ae. In this subcase we have that there exists t ∈ −→ab such that d(b, e) = d(b, t)+d(t, e).

Since d(a, b) = d(a, d) + d(d, t) + d(t, b) and d(b, e) = d(b, t) + d(t, e), then d(d, t) − d(t, e) = d(a, b) −
d(a, d) − d(b, e) > 0 and so d(d, t) > d(t, e). Since d, t ∈ −→ab, then PM({d, e}) = PM({d, t})ed(t,e)

2

∈
−→
at ⊂ −→ab.
Case III. d, e 6∈ −→ab. We consider the following two subcases:

Subcase a.
−→
ab ⊂ −→de. By Case II. PM({d, b}) ∈ −→ab and d(e, b) < d(a, b) ≤ d(d, b), then PM({d, e}) =

PM({d, b})ed(b,e)
2

∈ −→ab.
Subcase b.

−→
ab 6⊂ −→de. Let s, t such that d(a, d) = d(a, s) + d(s, d) and d(b, e) = d(b, t) + d(t, e).

i) If
−→
st ⊂ −→ab. Since

−→
st ⊂ −→de, applying the Subcase a. PM({d, e}) ∈ −→st ⊂ −→ab.

ii)If
−→
st 6⊂ −→ab and

−→
ab 6⊂ −→st . In this situation we have that t ∈ −→ab or s ∈ −→ab, without loss of generality

suppose that t ∈ −→ab. Applying Case II. we have that PM({d, t}) ∈ −→at and since d(t, e) < d(t, d) then

PM({d, e}) = PM({d, t})ed(t,e)
2

∈ −→at ⊂ −→ab.

Proposition 21 Let x, y, z ∈ X be three different points. Then |−→xy ∩ −→yz ∩ −→xy| = 1.

Proof. Since X does not have simple closed curves we have that the two following things are satisfied:

1. −→xy ∩ −→zx is {x} or an arc contained in −→xy, and

2. −→xy ∩ −→zy is {y} or an arc contained in −→xy.

Notice that −→xy ∩−→zx = {x} and −→xy ∩−→zy = {y} cannot happen otherwise we would have a simple closed
curve.

• If −→xy ∩ −→zx = {x} and −→xy ∩ −→zy is an arc contained in −→xy then −→xy ∩ −→yz ∩ −→xy = {x}.

• If −→xy ∩ −→zx is an arc contained in −→xy and −→xy ∩ −→zy = {y} then −→xy ∩ −→yz ∩ −→xy = {y}.

• If −→xy ∩ −→zx is an arc contained in −→xy let’s say −→vx and −→xy ∩ −→zy is an arc contained in −→xy let’s say −→wy,
since X has no simple closed curves then v = w and thus −→xy ∩ −→yz ∩ −→xy = {v}.

Proposition 22 Let x, y, z ∈ X be three different points. If d(x, y) ≤ d(x, z) and d(x, y) ≤ d(y, z)

then z
PM({x,y})
d(x,y)

2

∈ −→zv, where v is the point that guarantees the previous proposition.

Proof. Let z′ = z
PM({x,y})
d(x,y)

2

. For the proof of this proposition, we consider the following two cases:

Case I. v = x or v = y.
Without loss of generality, suppose that v = x. Notice that z /∈ −→xy and since d(z, z′) < d(z, x) <
d(z, PM({x, y})), then z′ ∈ −→zx.
Case II. If v 6= x and v 6= y.

In this case we note that d(z, z′) = d(x,y)
2 ≤ max {d(x, v), d(v, y)} ≤ d(v, z) and therefore z′ ∈ −→zv.

Theorem 23 Let X be a tree and r : F3(X)→ F2(X) given by

r(A) =





{
PM({a, b}), cPM({a,b})

δ(A)
2

}
if |A| = 3,

A if |A| < 3,
(7)

where A = {a, b, c} and a, b are such that δ(A) = d(a, b). Then r is 4-Lipschitz.

Proof. Let A,B ∈ F3(X). Notice that H(A, r(A)) = δ(A)
2 . We consider the following three cases:

Case I. If |A| < 3 and |B| < 3, then H(r(A), r(B)) = H(A,B).

Case II. If |A| = 3 and |B| < 3, notice that δ(A)
2 ≤ H(A,B), then

H(r(A), r(B)) ≤ 2H(A,B),
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its proof is identical to Case II. of Theorem 19.
Caso III. If |A| = 3 = |B|. We consider the following two subcases:

Subcase a. If H(A,B) ≥ δ(A)
2 then H(r(A), r(B)) ≤ 4H(A,B), the proof is identical to Subcase a.

of Case III. of Theorem 19.
Subcase b. H(A,B) < δ(A)

2 . Suppose that B = {d, e, f} such that d(a, d) < δ(A)
2 , d(b, e) < δ(A)

2 and

d(c, f) < δ(A)
2 . Notice that

H(A,B) = max {d(a, d), d(b, e), d(c, f)} . (8)

From here we have three situations, δ(B) = d(d, e), δ(B) = d(e, f) or δ(B) = d(d, f).

1. If δ(B) = d(d, e). Let c′ = c
PM({a,b})
δ(A)

2

and f ′ = f
PM({d,e})
δ(B)

2

. Note that in this situation

H(r(A), r(B)) ≤ max {d(PM({a, b}), PM({d, e})), d(c′, f ′)} . (9)

On the other hand, by Proposition 20 we have that PM({d, e}) ∈ −→ab and thus

d(PM({a, b}), PM({d, e})) = d

(
abδ(A)

2

, dbδ(b)
2

)
, then by (8), Corollary 18 and Lemma 3 we have

that

d(PM({a, b}), PM({d, e})) ≤ d(a, d) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (10)

Now we will prove that d(c′, f ′) ≤ 2H(A,B), for this purpose we consider the following two
situations:

(a)
−→
ab ⊂ −→ac or

−→
ab ⊂ −→bc.

Without loss of generality suppose that the first happens, then by Corollary 18, (8) and
Lemma 3 we have that

d(c′, f ′) = d(caδ(A)
2

, faδ(B)
2

) ≤ d(c, f) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (11)

(b)
−→
ab 6⊂ −→ac and

−→
ab 6⊂ −→bc.

Let v =
−→
ab ∩ −→bc ∩ −→ac. Since PM({a, b}), PM({d, e}) ∈ −→ab, then we have the following two

options:

i. PM({a, b}), PM({d, e}) ∈ −→va or PM({a, b}), PM({d, e}) ∈ −→vb. Without loss of gene-
rality suppose that the first happens, then d(c′, f ′) = d(caδ(A)

2

, faδ(B)
2

), thus by Corollary

18, (8) and Lemma 3 we obtain

d(c′, f ′) ≤ d(c, f) + |δ(A)− δ(B)

2
| ≤ 2H(A,B). (12)

ii. (PM({a, b}) ∈ −→av and PM({d, e}) ∈ −→vb) or (PM({a, b}) ∈ −→vb and PM({d, e}) ∈ −→av).
Without loss of generality suppose that the first happens. Note that in this situation

v ∈ −→be. Thus, by Proposition 22 we have that c′ ∈ −→cv and f ′ ∈ −→fv, which implies that
d(c′, f ′) = d(cvδ(A)

2

, fvδ(B)
2

). By Corollary 18, (8) and Lemma 3 we have that

d(c′, f ′) ≤ d(c, f) + |δ(A)− δ(B)

2
| ≤ 2H(A,B). (13)

Therefore, (9), (10), (11), (12) and (13) imply in this situation that H(r(A), r(B)) ≤ 2H(A,B).

2. If δ(B) = d(e, f). Let d′ = d
PM({e,f})
δ(B)

2

and c′ be as in the previous situation. Notice that in this

situation
H(r(A), r(B)) ≤ max {d(PM({a, b}), d′), d(c′, PM({e, f})} (14)

By Proposition 20 we have that PM({e, f}) ∈ −→bc. We consider the following two possibilities:
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(a)
−→
ab ⊂ −→ac or

−→
ab ⊂ −→bc.

Without loss of generality, suppose that the first thing happens. Since PM({e, f}) ∈ −→bc we
get

d(d′, PM({a, b})) = d(dcδ(B)
2

, acδ(A)
2

).

Using Corollary 18, (8) and Lemma 3 we obtain

d(d′, PM({a, b})) ≤ d(a, b) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (15)

On the other hand, since c′ ∈ −→cb and PM({e, f}) ∈ −→bc, then
d(c′, PM({e, f})) = d(cbδ(A)

2

, f bδ(B)
2

) by Corollary 18, (8) and Lemma 3 we have

d(c′, PM({e, f})) ≤ d(c, f) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (16)

(b)
−→
ab 6⊂ −→ac and

−→
ab 6⊂ −→bc.

Let v =
−→
ab ∩ −→bc ∩ −→ac. By Proposition 22 we have that c′ ∈ −→cv and since PM({e, f}) ∈−→

bc then PM({e, f}) ∈ −→cv or PM({e, f}) ∈ −→vb. Hence, in any case d(c′, PM({e, f})) =
d(cbδ(A)

2

, f bδ(B)
2

), by Corollary 18, (8), and Lemma 3 we obtain

d(c′, PM({e, f})) ≤ d(c, f) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (17)

On the other hand, since PM({a, b}) ∈ −→ab, PM({e, f}) ∈ −→cb, then we have the following
options:

i. PM({a, b}) ∈ −→va and PM({e, f}) ∈ −→vc.
ii. PM({a, b}) ∈ −→va and PM({e, f}) ∈ −→vb.

iii. PM({a, b}) ∈ −→vb and PM({e, f}) ∈ −→vc.
iv. PM({a, b}) ∈ −→vb and PM({e, f}) ∈ −→vb.

Notice that in the four options d(PM({a, b}), d′) = d(abδ(A)
2

, dbδ(B)
2

). Thus, using Corollary

18, (8) and Lemma 3 we have that

d(PM({a, b}), d′) ≤ d(a, b) +
∣∣∣δ(A)− δ(B)

2

∣∣∣ ≤ 2H(A,B). (18)

Therefore, (14), (15), (16), (17) and (18) imply in this situation that H(r(A), r(B)) ≤
2H(A,B).

3. If δ(B) = d(d, f). Observe that in this situation only
−→
ab 6⊂ −→ac and

−→
ab 6⊂ −→bc are satisfied, where it

is true that H(r(A), r(B)) ≤ 2H(A,B), which proof is analogous to that of possibility (b) from 2.

Therefore, from the Subcase b, we obtain that H(r(A), r(B)) ≤ 2H(A,B). Concluding, thus, the proof
of theorem.
Note that theorems 19 and 23 improve the Lipschitz constant for the case of m-ods.

Corollary 24 If X is a tree, then F1(X) is a 16-Lipschitz retract of F3(X).

To finish this paper we have the following problems

Problem 25 Improve the Lipschitz constant of theorems 10, 19 and 23, as well as corollaries 11 and
24.

Problem 26 Concerning Theorem 10, find a Lipschitz constant that does not depend on n.

Problem 27 Are there lipschitz retractions of Fn(X) on Fk(X), for X a tree, n ≥ 4 and k ≥ 1?
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