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Resumen

Dado un espacio métrico X y un nimero natural n, definimos el n - ésimo
producto simétrico de X, F,(X), como el conjunto formado por todos los subcon-
juntos no vacios de X con cardinalidad menor o igual que n, a este conjunto lo
dotamos con la métrica de Hausdorff. En este trabajo estudiamos los productos
simétricos de espacios euclidianos desde el punto de vista de la Teoria de funciones
geométricas y sus encajes bi-Lipschitz en espacios euclidianos.






Abstract

Given a metric space X and a natural number n, we define the n'* symmetric
product of X, F,(X), as the set of all nonempty subsets of X with cardinality
at most n. This set is endowed with the Hausdorff metric. In this work we study
the symmetric products of Euclidean spaces from the point of view of Theory of
geometric functions and their bi-Lipschitz embeddings into Euclidean spaces.
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Introduccion

La topologia es una de las ramas mas jévenes de las matematicas, dedicada,

dicho de una manera informal, al estudio de aquellas propiedades de las figu-
ras que permanecen invariantes, cuando dichas figuras son plegadas, dilatadas,
contraidas o deformadas, de modo que no aparezcan nuevos puntos o se hagan
coincidir puntos diferentes.
Dentro de la topologia existe una linea de investigacion dedicada a la Teoria
de los Hiperespacios. Y dentro de la Teoria de los Hiperespacios existen los lla-
mados productos simétricos, los cuales fueron introducidos por los reconocidos
matematicos K. Borsuk y S. Ulam y han sido estudiados desde diversas 6pticas,
por ejemplo se han estudiado propiedades topoldgicas como la conexidad local,
arco-conexidad, aposidésis, propiedad del punto fijo, homogeneidad, entre otras;
asi como también han sido estudiados desde el punto de vista de Teoria de fun-
ciones geométricas. Otro hiperespacio que es de alta importancia, que ha sido
ampliamente estudiado y tiene multiples aplicaciones en andlisis es el hiperes-
pacio de subconjuntos cerrados no vacios de un espacio X, 2%. Los productos
simétricos son muy importantes debido a que constituyen una sucesion creciente
de subconjuntos de 2%, por lo que estudiar los productos simétricos nos ayuda
a entender 2%. En el presente proyecto abordaremos los productos simétricos de
Espacios Euclidianos.

El Capitulo 1 esta dedicado a explicar algunas definiciones bésicas, se tiene
una seccion dedicada a tratar de comprender intuitiva y geométricamente las
ideas de las pruebas de algunos resultados cldsicos escritos en [15], por R. Moslki,
en los cuales demuestra que Fy(I?) es homeomorfo a I* y para n > 3, F,,(I%) no
es homeomorfo a ningtin subconjunto de R*" y F5(I") tampoco. Adicionalmente
se abordan las isometrias de los productos simétricos y se demuestra que todas
las isometrias definidas en F,(R") son inducidas de isometrias en R".

El Capitulo 2 conforma la parte sustancial de este trabajo y esta compuesto
por resultados que se obtuvieron como parte del trabajo de investigacion que se
realizé durante la maestria, en los cuales probamos que F,,_1(X) es un retracto
(6n + 1)-Lipschitz de F,(X) para X un m-odo simple, y que si X es un arbol
entonces F,,_1(X) es un retracto 4-Lipschitz de F,(X) para n < 3.
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Antecedentes

Dentro de la Topologia, la Teoria de los Hiperespacios aparecio en la década
comprendida entre 1910 y 1920 aproximadamente, con los trabajos de F. Haus-
dorff y L. Vietoris. Fue en 1931 cuando K. Borsuk y S. Ulam introdujeron los
productos simétricos en [5] y desde entonces han sido estudiados por muchos
autores véanse por ejemplo [1], [6], [7], [9] v [15].

Cuando K. Borsuk y S. Ulam dieron la nocién de los productos simétricos
probaron que F,(I) es homeomorfo a I"™ para n = 1,2,3; donde I"™ denota la
n-celda, pero para n > 4, F,(I) no es homeomorfo a algiin subconjunto de R™.
Recientemente en 2010 M. Borovikova, Z. Ibragimov y H. Yousefi probaron en [4]
que Fy(R) se podia encajar en R, en este trabajo también se interesaron por el
estudio de encajes Lipschitz en espacios euclidianos de productos simétricos de
la recta real y el estudio de sus isometrias.

Después en 2015 L. V. Kovalev en [12] no sélo se interesa por el estudio de
encajes Lipschitz en espacios euclidianos de productos simétricos de la recta real,
sino también de productos simétricos de espacios euclidianos, articulo en el cual
prueba los siguientes resultados:

Teorema 0.0.1. F,,(R) se puede encajar en R™ mediante un encaje bi-Lipschitz
con m = 2|(e—1)n!]|.

Teorema 0.0.2. F},(R?) se puede encajar en R™ mediante un encage bi-Lipschitz
conm = 2(n+ 1)4 (e — 1)n!].

En este articulo dedica una seccion al estudio de retracciones Lipschitz en
productos simétricos; ademds ha escrito otros articulos como [2] junto con M.
Bacédk y [11], en los cuales estudian retracciones Lipschitz en productos simétricos
de espacios de Hadamard y en [13] sobre espacios de Hilbert.

Un poco més tarde, en 2015 N. Chinen en [10], contestando a una pregunta
hecha por M. Borovikova y Z. Ibragimov en [3], prueba que cada isometria en
F,.(X) es inducida por una isometria en X, esto cuando X es un espacio euclidiano
o una esfera con las métricas usuales. Ademds, también prueba que F5(R?) es bi-
Lipschitz equivalente a R%.
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Hipodtesis y Objetivos

En este proyecto estamos interesados en analizar algunas propiedades que
tiene el hiperespacio F,(X) con n un nimero natural y X un espacio métrico,
partiendo de las siguientes hipétesis:

1. Es posible caraterizar los espacios X para los que F,_1(X) sea un retracto
Lipschitz de F,(X).

2. Las isometrias de F,,(X) son inducidas por isometrias de X.

El objetivo general de este trabajo es estudiar los productos simétricos de espacios
métricos desde el punto de vista de la Teor{a de funciones geométricas y funciones
Lipschitz.

De manera mas especifica nuestro objetivo es demostrar que F,,_1(X) es un
retracto Lipschitz de F,,(X) cuando X es un arbol.
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Metodologia

El trabajo de investigacién se realizard en la Facultad de Ciencias de la Univer-
sidad Auténoma del Estado de México (UAEM¢éx), bajo la direccion de los tutores
académicos, Dr. Enrique Castaneda Alvarado y Dr. Fernando Orozco Zitli.

La Facultad de Ciencias de la UAEMéx, cuenta con una biblioteca, que con-
tiene una coleccion de libros especializados en el drea en que se va a realizar la
investigacion. La tesista podra hacer uso de esta facilidad asi como del laboratorio
de coémputo, el cual estda equipado con computadoras y acceso a la red de inter-
net, asi como con paqueteria diversa que permite, la preparaciéon automatizada
de textos matematicos (KTEX).

Al inicio de las actividades, la tesista llevara dos cursos obligatorios Algebra
Moderna y Analisis Real y Complejo, los cuales son necesarios para su formacion
matematica. Mas adelante cursara Topologia I y II, Hiperespacios de Continuos
y Temas Selectos de Teoria de Hiperespacios los cuales son fundamentales para
complementar la investigacién. Asi mismo, a lo largo de la maestria, la tesista
asistird y participara en el Seminario Interdisciplinario, donde alumnos del pos-
grado exponen, discuten y complementan sus temas de investigacion. También
llevara Actividades de Investigaciéon de Maestria del I al VI, en tales, se desa-
rrollard el material que compondra la tesis y en donde primero se ocupara de
revisar la bibliografia necesaria y leer cuidadosamente algunos articulos bajo la
supervision de los tutores y finalmente en un seminario con ellos se discutiran
los resultados obtenidos, para su posible publicaciéon en una revista indizada y
escritos detalladamente en la tesis.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notacion

= N denota el conjunto de los nimeros naturales.

= R denota el conjunto de los niimeros reales.

R* denota el conjunto de los niimeros reales positivos.

I denota el intervalo cerrado [0, 1].

Sea n € N, S" denota la esfera de dimensién n.

Sean X un espacio con métrica d y con la topologia inducida por su métrica,
ACX,ae X, f: X — X una funcién y € € R*.

» |A| denota la cardinalidad de A.
» By(a,e) denota la bola abierta de radio £ con centro en a

By(a,€) denota la bola cerrada de radio £ con centro en a

Fry(A) denota la frontera del conjunto A en X.

Intx (A) denota el interior del conjunto A en X.

f|a denota la funcién f restringida al conjunto A.

tdx denota la funcién identidad en el conjunto X.

1.2. Conceptos basicos

De ahora en adelante X denotara un espacio métrico con métrica d, salvo que
se especifique lo contrario.
Dados un A C X, a € X y € > 0. Definimos

23



24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Sa(a,e) ={xr € X :d(a,z) =€},
Bi(A,e) = U Bj(a,e) y

dist(a, A) = infais(a, b):be A}.
En particular si A es finito tenemos que
dist(a, A) = min{d(a,b) : b € A}.
Dado n € N consideramos
F.(X)={ACX:1<|A|l<n}
con la métrica de Hausdorff, H : F,,(X) x F,,(X) — [0, 00), dada por
H(A,B)=inf{e >0: AC By(B,e) y B C By(A,e)}
= méx{rileé} dist(a, B), rll;leéBX dist(b, A)}

para cualesquiera A, B € F,(X).

Para cada m € N, denotemos por Fi,,,)(X) al siguiente subespacio de F,(X),
{AC X :|Al=m}.

Definicién 1.2.1. Decimos que o C X es un arco si existe h : [0,1] — o un
homeomorfismo. Si h(0) = a y h(1) = b, entonces decimos que « es un arco que
va de a hacia b.

Definicién 1.2.2. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no
vacio.

Definicién 1.2.3. Una grdfica finita es un continuo que se puede escribir como
la union de una cantidad finita de arcos, a los que llamaremos aristas, digamos
€1,€s,...,6y, tales que si i # j, e; intersecta a e;j solo en uno o en ambos extremos,
para i,j € {1,...,n}. Como por ejemplo, la que se muestra en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Ejemplo de grafica finita.
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Definicién 1.2.4. Un arbol es una grafica finita sin subespacios homeomorfos a
St. En la Figura 1.2 se muestra un ejemplo de drbol.

Figura 1.2: Ejemplo de arbol.

Definicién 1.2.5. Dado m € N, un m-odo simple es una drbol con m aristas
e1,€2,...,6n, tales que e; Ne; = {v} para cualesquiera i # j y v un punto fijo.
En la Figura 1.3 se muestra un ejemplo de un 5-odo simple.

Figura 1.3: 5-odo simple.

Notacién 1.2.6. Sean X un drbol. Dados a,b € X, % denota el arco que va de
a hacia b.

Definicién 1.2.7. Sean X un darbol con la métrica d, la distancia por longitud
de arco, a,b € X y 0 <\ < d(a,b), definimos a5 como el 1inico punto en el arco

ab tal que d(a,a) = X. Como se muestra en la Figura 1.4.

Figura 1.4: Representacion de a5.
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Definicién 1.2.8. Sean X un drbol con la métrica d, la distancia por longitud
de arco y a,b € X, definimos el punto medio de {a,b}, denotado por PM ({a,b}),

como el unico punto en el arco ab tal que d(a, PM({a,b})) = d(PM({a,b}),b).
Como se muestra en la Figura 1.5.

Figura 1.5: Representacién del punto medio de {a, b}.

1.3. Ejemplos clasicos

En [15] R. Moslki probé que F»(I?) es homeomorfo a I* pero para n > 3,
F,(I*) no es homeomorfo a ningtin subconjunto de R*" y F,(I") tampoco. Esta
seccién esta dedicada a entender intuitivamente lo que R. Molski lo hizo, para
eso €l hace uso del siguiente lema el cual define como elemental.

Lema 1.3.1. El conjunto P = {p € R* ‘ p = (pcost), psent), v cosw,vsenw); 0 <
p<1,0<y<2m,0<v<1—p,0<w<2r} es homeomorfo a I*.

Demostracion. Para la demostracién de este lema es de vital importacia enten-
der como es el conjunto P. Las dos primeras coordenadas de cada elemento del
conjunto P nos indican que se trata de una circunferencia de radio p. La tercera
y cuarta coordenadas también nos estan diciendo que se trata de una circunferen-
cia pero cuyo radio depende de p. Asi que podemos pensar el conjunto P como
si en cada punto del primer circulo formado, pusieramos otro circulo cuyo radio
depende de la ubicacién del punto, asi como se observa en la Figura 1.6.
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Figura 1.6: Conjunto P.

Dado p € P, si v = 0, entonces p = (pcos0, psen0, v cosw,vsenw) =
(p,0,vcosw,vsenw), con 0 < p < 1,0 < v <1—-py0 < w < 27 Al con-
junto de puntos de esa forma llamemosle C', el cual es un cono y sea A el cilindro
circunscrito en el cono C', como se muestra en la Figura 1.7, el cual podemos
describir como

A={(p,0,0,cos@,0senw) | 0<p<1,0<w<2m,0<0< 1}

Sea a el punto del centro de la base comin de A y C'. Definamos las siguientes
funciones

s:C —{a} = C, donde s(z) = at N (Fr(C)) y
t:C —{a} — A, donde t(x) = az N (Fr(A)).

Las cuales son funciones continuas. Definamos p : C' — A, como

d(a,t(x)) .
a+ ——F—>=(r—a) sizel—{a},
ay = UHas@) (L1)

Notemos que si x = (0,0, v cosw,vsenw) con 0 < w < 27,0 < v < 1, entonces
wu(x) = x, es decir, los puntos sobre la base del cono quedan fijos. Intuitivamente
lo que hace la funcién p es inflar el cono C' hasta llenar todo el cilindro dejando
la base fija, asi como se observa en la Figura 1.7.
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Figura 1.7: Efecto de la funcion p .

1,0
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Sea () = {(pcos, psen), v cosw, Usenw) | 0< <2m,0<0<
1,0 <1 < 2m}.

Sixz = (p,0,vcosw,vsenw) con 0 < p<1,0<v<1—py0<w< 27, tenemos
que p(z) = (p,0,0cosw,vsenw) con 0 < p<1,0<w < 27,0 <o <1, asi dado

(pcost), psenth, v cosw,vsenw) € P definimos la funcién h : P — @ como

Y
IN

h((pcostp, psenth, v cosw,vsenw)) = (pcosh, psenth, U cosw, Usenw)

El cual es un homeomorfismo de P en Q. Y como @ es homeomorfo a I*
concluimos que P es homeomorfo a I*. O

Teorema 1.3.2. El sequndo producto simétrico de I* es homeomorfo a I*.

Demostracion. Consideremos el sistema de coordenadas polares en el plano eu-
clidiano.

Sea D? el disco de radio, r < 1. Dados p, ¢ € D? denotemos por L, la recta que
pasa por py qy sea s = (rcosy,rseniy) el centro del segmento que une a p con
q.

Sea ¢ el angulo de la rotacion positiva desde el eje x hasta la recta L,, y llamemos
pq ¥ byg los puntos de interseccién de L, con la frontera de D2, como se muesta
en la Figura 1.8.
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Figura 1.8: Representacion de p, q, s, @, Gpg, bpg ¥ Lypg-

Sean u=d(p,s) =d(g,s) 'y

oy = 5 (A5, a30) (5, bp) — 1d(5,35) — (5, b)) = min {5, ) 5, yg)}

Notemos que u = d(s,p) = d(s,q) < dpg y que 1 — 1 < dp,.
Sea P el conjunto de puntos de la forma (r cos ), rsen,t cosw,tsenw) con 0 <
r<1,0<¢ <2m0<t< ™ (< w <26 < 21 donde p, g € D2

dpq
Ahora definamos la siguiente funcién ® : Fy(D?) — P, como

(rcost,rsentp, % cos 29, % sen2¢) sip#q,
o({p,q}) = (1.2)
(rcost,rsent,0,0) sip=gq.

Veamos el efecto de esta funcion, analicemos algunos casos:

= Si tenemos que p = ¢, entonces tenemos que este punto se queda fijo en el
plano zy, como se muestra en la Figura 1.9.
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Y
—_— X

Figura 1.9: Comportamiento de la funcién ® en {p}

= Supongamos que py ¢ estan sobre el eje z. Si s = (0,0), entonces ®({p, q}) €
{(0,0,2,0) : 0 < z < 1}, conjunto que se muestra de color verde en la Figura

1.10

£

—_—> X

Figura 1.10: Imagen de {p, ¢} cuando p, q estén en el eje x y s = (0,0).
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Y si sélo sabemos que s esta en el eje x, entonces
®({p,q}) €{(r,0,u,0): 0<r<1y0<u<l-—r},

conjunto que se representa con el triangulo de color verde en la Figura 1.11.

—_— X

Figura 1.11: Imagen de {p, ¢} cuando p, q estén en el eje x.

= Sip, g estdn sobre una recta paralela al eje x, entonces tenemos que ®({p, ¢})
pertenece a un triangulo pero de menor tamano, como ejemplo vease la

Figura 1.12
f
{p.q} ¢
z
_— s —=X /\
’—M

Figura 1.12: Imagen de {p, ¢} cuando p, g estdn en una recta paralela al eje z.
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De manera mas general la imagen de todos los elementos de la forma {p, ¢}
con p y ¢ sobre alguna recta paralela al eje x, es el conjunto de puntos de la
forma (7 cos 1, rsen, ”(;7’”),0) con0<r<1,0<y<2ry0<u<l-—r,
que se muestra en la Figlﬁa 1.13 como el cono de color verde.

{p,q} ¢

Figura 1.13: Imagen de todos los elementos de la forma {p, ¢} cuando p, ¢ estan
en cualquier recta paralela al eje x.

= Si p y g estan sobre alguna recta paralela a la recta identidad, entonces
®({p, q}) pertence al conjunto de puntos de la forma (r cos,rsen, 0, u)
con 0<r<1,0<y <27ry0<u<1-—r que se representa con el cono
azul que se muestra en la Figura 1.14.

s

Figura 1.14: Tmagen de todos los elementos de la forma {p, ¢} cuando p, ¢ estan
en cualquier recta paralela a la recta identidad.
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= Si p y g estdn sobre alguna recta paralela al eje y, entonces ®({p,q})
pertenece al conjunto de puntos de la forma (rcos,rsen), —u,0) con
0<r<1,0<yY<2ry0<u<1-—r que se representa con el cono rojo
que se muestra en la Figura 1.15.

W

"'H 1,ﬁﬁ Z

<

Figura 1.15: Imagen de todos los elementos de la forma {p, ¢} cuando p, ¢ estén
en cualquier recta paralela al eje y.

= Si p y g estan sobre alguna recta paralela a la recta menos identidad, en-
tonces ®({p, q}) pertenece al conjunto de puntos de la forma siguiente,
(rcosty,rsent),0,—u) con 0 <r <1,0<¢ <2ry0<u<1-r, quese
representa con el cono naranja que se muestra en la Figura 1.16.

¢

- |
x\\\X T

<

Figura 1.16: Imagen de todos los elementos de la forma {p, ¢} cuando p, ¢ estén
en cualquier recta paralela a la recta menos identidad.
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Como @ es una funcién biyectiva y continua que va de un espacio compacto a
un espacio métrico tenemos que ® es un homeomorfismo. Notemos que el conjunto
P esta compuesto de una infinidad de conos (como los que conocemos en R3),
cuyo vértice, de cada uno de ellos, estd en el plano zw. Este conjunto P es un
cono en R*, el cual, por el Lema 1.3.1 es homeomorfo a I*. Por tanto Fy(I?) es

homeomorfo a I*.
O

Teorema 1.3.3. Para n > 3, F,,(D?) no se puede encajar en R?".

Demostracion. Sean D* = {(z,y) € R* : 2? +y* <1} y Uy, Us, ..., U, discos

disjuntos a pares con centro en z{ = (O, ;‘_11) y radio r; = 3(71;_1), para i €
{1,2,...,n—1}. En la Figura 1.17 se muestra el caso n = 4.
:T/
U, Uu U

Figura 1.17: Caso de n = 4.

Consideremos el conjunto W C F,(D?), definido de la siguiente manera
W = {{.7?1, s 7xn} VNS Ula s Tp—2 € Un—?vxn—lwrn S Un—l} .

Consideremos la funciéon ® definida en el Teorema 1.3.2 y ahora definamos la
funcién g : W — R?" dada por

g({x1, 20,y xn ) = (21, o T2, P({p1, 0 })).

Notemos que g es un encaje, pues W es homeomorfo a Uy x Uy X -+ X U,_5 X
F5(U,_1) el cual es compacto, también como R?*" es un espacio de Hausdorff y
g es continua e inyectiva entonces W es un homeomorfo a su imagen. Luego
como ®({z%_,,2%_ | }) es un punto interior de ®(F5(U,_1)) entonces tenemos que

g({29,29,...,2% 1,20 | }) es punto interior de g(W).
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Supongamos que existe b un encaje de F»(D?) en R?", entonces por el Teorema
de la invarianza del dominio de Brouwer (véase en [8]), tenemos que
h({a9,29,...,2%_1,2%_,}) es punto interior de h(W).

Ahora consideremos la sucesién de puntos {p;} C F,,(D?), donde

1
Pr = {ZE?, (07 E)?ajgv oo ,952_1} .
Una imagen geométrica de esta sucesién se muestra en la Figura 1.18

Y

f

k
P . o B,
' -
.
L
" . ' p

Figura 1.18: Algunos elementos de la sucesion {py} .
Notemos que py, & W y como h es inyectiva entonces h(py) € R?*™ —h(W). Sin
embargo como limy_,+.(0, £) = (0,0) = 29, entonces

‘ _ o .0 ,.0 0
lim Pr = {x17$17x27 s ,an_l} :
k—o00

Y como h es continua, entonces deberia ocurrir que

lim h(pe) = h({2}, 27,25, ..., 25 4 }),

k—o0

el cual sabemos que es un punto interior de h(W). Lo cual no puede suceder,
véase Figura 1.19.
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| N % o))

Figura 1.19: Representacién de la sucesiéon bajo la funcion h.

Por tanto h no existe y se cumple el teorema. O]

Definicién 1.3.4. Sea n € N. Definimos el espacio proyectivo real de dimension
n, P*(R), como el conjunto de clases de equivalencia de vectores no nulos de R™!
con la siguiente relacion de equivalencia:

v estd relacionado con w si y sdlo si existe X € RY tal que v = \w.

El siguiente paso es probar que para n > 3, F5(I™) no se puede encajar en
R?", y para probarlo nos ayudamos del siguiente lema cuya demostracién puede
ser consultada en [15, Lema, p. 169].

Lema 1.3.5. Para n > 3, el producto cartesiano de S™ x P*"1(R) no puede ser
encajado en R*™.

Teorema 1.3.6. Para n > 3, Fy(I") no se puede encajar en R*",

Demostracion. Sean () la bola cerrada unitaria y ) la bola cerrada de radio %,
ambas centradas en el origen y de dimension n contenidas en el espacio euclidiano
R". Dados p,q € Q, denotemos por PM ({p,q}) al centro del segmento que une
a p con ¢q. Consideremos el conjunto Z dado por

1
<d(p,q) < 5

o

Z- {{p, 0 € B(Q) y PR ({p.a}) — s € @o} (1.3)

Dado que para cada elemento {p, ¢} en Z, existe una tunica linea recta que pasa
por py ¢, llamemosle L,, y ademés el punto medio, s, es unico, podemos definir
la funcién ¥ para cada {p,q} € Z dada por

U({p,q}) = <8,4 (d(p, q) — i) ,qu) .
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Como s € Qg y las lineas rectas L C R™ que pasan por s constituyen un espacio
homeomorfo al espacio proyectivo de dimensién n— 1, P"~!(R), entonces tenemos
que ¥ : Z — Qg x [0,1] x P""}(R), la cual es continua y biyectiva.

Dado que @y x [0,1] es homeomorfo a [0,1]""! y S™ esta contenida en [0, 1]""
por el Lema 1.3.5 tenemos que [0, 1] x P""!(R) no se puede encajar en R*",
asf como W es biyectiva y continua, tenemos que Z no se puede encajar en R?" y
por lo tanto tampoco F5(Q). ]

1.4. Isometrias en Productos Simétricos

Esta seccién, como el titulo lo indica, esta dedicada al estudio de isometrias
en productos simétricos.

Definicién 1.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcién biyectiva ¢ : X —
X es una isometria si

d(a,b) = d(¢(a), 6(b)),

para cualesquiera a,b € X.
Definicién 1.4.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos
Isomy(X) ={¢: X — X : ¢ es una isometria}.
Definicién 1.4.3. Sean (X,d) un espacio métrico y' Y C X, definimos
Isomg(X,Y) ={¢ € Isomy(X) : ¢(y) =y para cada y € Y} .

Antes que nada, notemos que dado (X, d) un espacio métrico, el conjunto
Isomy(X) con la composicién de funciones es un grupo, como lo muestra la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.4.4. (Isomy(X),0) es un grupo, donde o denota la operacion
composicion entre funciones.

Demostracion. Para probar que (Isomg(X), o) es un grupo, tenemos que probar
las siguientes tres cosas:

1. Existencia de un elemento identidad
Tenemos que la funcion idx € Isomy(X) y aparte satiface que id, o f =
f oid, = f para cualquier f € Isomy(X), con lo que queda probada la
existencia del elemento identidad.

2. Asocitividad
La operacion o satiface que para cualesquiera f,g,h € Isomg(X), fo(go
h) = (f o g) o h, es decir , la composicién es asociativa.
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3. Todo elemento tiene un inverso.
Sea f € Isomy(X), dado que f : X — X es biyectiva, entonces existe
f': X - Xtalque fof™ ' = f~lof =1idx. Solo basta probar que f~! es
una isometria, para esto sean a,b € X entonces tenemos f~'(a), f71(b) €
X y como f es una isometria entonces tenemos que d(f~*(a), f71(b)) =

d(f(f~a)), f(f71(b))) = d(a,b), lo que nos dice que f~! es una isometria.
Por tanto (Isomg(X), o) es un grupo. O

A este grupo le llamaremos el grupo de isometrias.

Ahora, sea n € N, tenemos que cada isometria ¢ : X — X induce una funcién
Xn(®) : (Fn(X), H) — (F.(X), H) definida por x,(¢)(A) = ¢(A), es decir, dado
A = {ay,...,a,} € F,(X), definimos x,(¢)(A) = {¢(a1),...,¢(a,)}, la cual
también es una isometria.

Asi, si consideramos la funcion entre los grupos de isometrias

Xn : (Isomg(X),0) = (Isomg(F,(X)),o0)
¢ — Xn((b)

Tenemos algunas observaciones que se muestran en las siguientes proposiciones.
Proposicién 1.4.5. x,, es un homomorfismo.

Demostracion. Sean ¢1,¢po € Isomy(X) y A = {a1,...a,} € F,(X), entonces
tenemos que

(Xn(@1)oxXn(92))(A)  =xn(P1)(Xn(2)(A))
= Xn(01) ({d2(a1), ..., P2(an)})
= {¢1(d2(a1)), ..., P1(d2(an))}
= le o ¢2 ({al, e CLn})
= Xn(91 0 ¢2)(A).

Por tanto x,, es un homomorfismo

Proposicién 1.4.6. x,, es un monomorfismo.

Demostracion. Sean ¢1, ¢o € Isomg(X) tales que ¢ # ¢o, entonces tenemos que
existe z € X tal que ¢1(x) # ¢o(x). Asi, considerando A = {z} tenemos que

Xn (1) (A) ={¢1(z)}
# {g2(2)} = xu(d2)(A)

Es decir, x,(¢1) # Xn(¢2). Por tanto x, es un monomorfismo. ]
Observacion 1.4.7. y,, : (Isomg(X),0) = (Isomy(F,(X)),0) es un isomorfis-

mo si y solo si x, es un epimorfismo, es decir, para cada ® € Isomy(F,(X))
eziste ¢ € Isomg(X) tal que & = x, ().
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Observaciéon 1.4.8. y; : (Isomy(X),0) — (Isomy(F1(X)),0) es un isomorfis-
mo.

Recientemente Borovikova e Ibragimov probaron en [3, Teorema 9, p. 11]
que xs : (Isomg(R),0) — (Isomp(F,(R),0)) es un isomorfismo, e hicieron la
siguiente pregunta

Pregunta 1.4.9. ;Toda isometria en F,(R) es inducida de una isometria en
R, es decir, xn : (Isomg(R),0) — (Isomy(F,(R),0)) es un isomorfismo para
cualquier n € N?

En [10, Teorema 1.1, p. 20] N. Chinen prueba un resultado mas general, que da
respuesta afirmativa a la Pregunta 1.4.9, esta seccion esta dedicada a ver como
fue que lo hizo. A continuaciéon se demuestra el lema del cual se auxilio para
probar que Y, es un isomorfismo cuando X = R™ con m € N.

Lema 1.4.10. Sean n € N y (X, d) un espacio métrico. Entonces
Xn : (Isomg(X),0) = (Isompy(F,(X)),o0)
es un isomorfismo si y solo si
1. Para cada ® € Isomp(F, (X)), ®|px) € Isomp(F1(X));
2. Isomy(F,(X), Fi(X)) = {idp,x)}

Demostracion. Para la necesidad. Para 1) Sea ® € Isomg(F, (X)), por hipdtesis
existe ¢ € Isomy(X) tal que x,(¢) = ®. Asi, para cualquier z € X, ®({z}) =
{o(x)}, por tanto @ |p (x)€ Isompy(F1(X)).

Para 2) Claramente {idr, x)} C Isompy(F,(X), Fi(X)), para la otra contencién
sea ® € Isomy(F,(X), F1(X)), por definicion ® € Isomy(F,(X))y ®({z}) =
{z} para todo = € X. Luego por hipdtesis existe ¢ € Isomy(X) tal que ¢ =
xn (@), por lo que {¢(z)} = {z}. Asi ¢ = idx y por tanto ® = idp,(x).

Para la suficiencia sea ® € I'somy(F, (X)), por 1) ®|p (x) € Isomy(F1 (X)), y por
la Observacién 1.4.8, ¢ = ;' (®) € Isomg(X) existe. Sea ® = y, (¢"!)o® €
Isomp(F,(X)). Nétese que xn (¢7') = x;," (#) ¥ e (x) = Xn (@) [ (x)- Asi,
|mx) = (X (07 0 )[Ry = (Xa' (8) 0 X (8)) [Ri(x) = idpy(x). Luego, por
2), @ = x.1(¢) o ® = idx, es decir, x, (¢) = ®. Por tanto, por la Observacién
1.4.7, x,, es un isomorfismo. O

Sean X un espacio con métrica d, a € X y € > 0. Recordemos que
Sa(a,e) ={x € X :d(a,x) =¢€}.

Definicién 1.4.11. Sean (X, d) un espacio métrico, n € N, e >0 y A € F,(X).
Definimos
D,(Ae) =sup{k e N:Ay,..., Ay € Su(A,e) y H(A;, Aj) = 2¢
para 1 < i< j <k}
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Ejemplo 1.4.12. Sean A = {z} € Fi(R) y e > 0. Se tiene que Di(A,e) =2 .
Ejemplo 1.4.13. Sean A = {z,y} € F5)(R) y e > 0. Se tiene que Dy(A,c) = 4.

Proposicion 1.4.14. Sean I,n,m € N conn,m > 2;, e e Rcon0 <e <1y
X =R! 6 X =S'. Entonces se satiface lo siguiente:

1) si A € Fi(X) entonces D, (A, e) =3,
2) si A€ Fuy(X) entonces D, (A, e) > 3.

Demostracion. Sea y € By(x,e). Observemos que se satisfacen las siguientes dos
COsas:

a) Siy € Sy(x,¢e), entonces existe un tnico 3y’ € By(z, €) tal que d(y,y') = 2e.
b) Siy & Sy(z,e), entonces no existe 3y’ € By(x,€) tal que d(y,y’) = 2e.

Para demostrar 1) Notemos que si B,C € F,(Sq(A,¢€)) \ Fi(Sa(A,¢€)) entonces
H(B,C) < 2¢, es decir, no podemos tener al mismo tiempo dos elementos B, C' en
Sa(A, €) con cardinalidad mayor o igual que dos tales que H(B, C') = 2¢. Esto nos
indica que los elementos que nos interesan para calcular D,,(A,e); Ay,..., Ap €
Su(A,e) N Fi(X), tienen las siguientes dos opciones:

1) Ay... Ay € Fi(Su(A,€)) con H(A;, A;) = 2¢ para ¢ # j, donde se tiene por
a)y b) que m = 2.

1) A, € Fi(X)y A ...,An1 € Fi(Su(A,¢e)) con H(A;, A;) = 2¢ para i # j,
en este caso por a) y b) se tiene que m — 1 = 2, por lo que m = 3, la cual es
una cota superior del conjunto

{keN: Ay, ..., A, €Su(Ae)y H(Ai,Aj) =2e para 1 <i < j<k}.

Por tanto, en cualquier opcién concluimos que D,,(A,¢) < 3.

Para probar la otra desigualdad sean a,a’ € Sy(A, €), con d(a,a’) = 2¢. Definamos
By = {a}, By = {d'} y B3 = {a,d'}, notemos que B;, By, B3 € Sy(A,e) y
H(B;, Bj) = 2¢ para i # j. Es decir,

3e{keN: A, ... A e Sy(Ace)y H(A,Aj) =2 paral <i<j<k}.

Por tanto D,,(A,¢) > 3. Con lo que queda concluido el inciso 1).

Para probar 2) supongamos que A = {ay,...,a,}, para cada j € {1,...,m}
y k € {0,1} definamos a;;, € Sq(a;, ) tal que d(ajo,aj1) = 2¢, como se muestra
en la Figura 1.20.
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Figura 1.20: Ejemplo en R? de los puntos ay.

Para cada 6 = (0y,...,60,,) € {0,1}" definamos Ay = {a1g,, @29y, - - -, Ame,, }-
Observemos que para cada 6,0 € {0,1}"™ se satisface:

s Ay € SH(A,aE) y
u H(AQ,AQ/) = 2¢ para 0 75 .

Como podemos encontrar 2™, Ay diferentes que satisfagan los puntos anteriores
concluimos que
D,(A,e) > 2™ > 3.

]

Definicién 1.4.15. Sean (X, d) un espacio métrico, para cada A € F,,(X) defi-
nimos

r(A) =min{l,d(a,d’) : a,d’ € A,a #ad'}.

Proposiciéon 1.4.16. Sean n € N y & € Isomg(F,(X)). Si A € F,(X) y
0<e<min{r(A),r(®(A))} entonces D,(A,e) = D, (P(A),¢).
Demostracion. Por definicion y como ® es una isometria tenemos que
D, (A,e) =sup{k e N:Ay,... Ay € Su(A,e) y H(A;, Aj) = 2¢
para 1 <i < j <k}
=sup{k e N: ®(Ay),...,P(Ax) € Su(P(A),e) y H(P(A4;), P(A;)) = 2¢
para 1l <i < j <k}
=D, (DP(A),e).
O

Lema 1.4.17. Sean I,bn € Ny X = R 6 X = S'. §i & € Isomy(F,(X)),
entonces ® |, (x)€ Isompy(F1(X)).

Demostracion. Sean A € Fi(X) y € € RT con € < 1, para demostrar este lema
basta con probar que ®(A) € F;(X), lo cual se cumple, pues por las proposiciones
1.4.14 y 1.4.16, tenemos que

Dy (®(A), ) = Dy(A, ) = 3,
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luego por la Proposicién 1.4.14 concluimos que
d(A) € Fi(X).
O

Notacién 1.4.18. Sean I,n € N y A € F,(R!), denotemos al conjunto convero
mas pequeno que contiene a A por conv(A), al cual llamaremos convexo de A. Y
denotemos el conjunto A N Frgi(conv(A)), por conv(A)®), al cual llamaremos el
conjunto de vertices de conv(A).

Ejemplo 1.4.19. Sea A € F3(R?)

1. Si los elementos de A estan en la posicion de la Figura 1.21.

a K conv(A)

[ J
ay as

Figura 1.21: Posiciéon 1

Tenemos que conv(A)° = A.

2. Si los elementos de A estan en la posicion de la Figura 1.22,

\/ conv(A)

as

a

as

Figura 1.22: Posicion 2

Tenemos que conv(A)° = {ay,as}.
Observacién 1.4.20. conv(A)© C conv(A).

El siguiente resultado nos muestra la relacion que existe entre la imagen de
un elemento del n-ésimo producto simétrico de R!, digamos A, bajo cierto tipo
de isometrias, el conjunto convexo de A y el conjunto de sus vertices.
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Lema 1.4.21. Sean I,n € N y A € F,(RY). Si ® € Isomg(F,(RY), Fi(RY)),
entonces conv(A)® C ®(A) C conv(A).

Demostracion. Comencemos probando la primer contencién. Sean a € conv(A),
H el hiperplano en R! de dimensién [ — 1 tal que H N conv(A) = {a}, sea C el
semiespacio cerrado y acotado por H que contiene a conv(A) y sea L la recta que
contiene a a y es perpendicular a H, una representacion para el caso | = 2 se
muestra en la Figura 1.23.

Figura 1.23: Representacién en R? de H, L, C' y los elementos de A.

Tenemos que existe x € C' N L tal que conv(A) C By(z,r) y conv(A) N
Sa(x,r) ={a} con r = d(z,a), como se muestra en la Figura 1.24. Luego como

H({z}, ®(A)) = H(®({z}), 2(A)) = H({z}, A) = d(a, z) = 7.
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C

Figura 1.24: Representacién en R? de z y 2.
Asf tenemos que ®(A) C By(z,7) y Sq(z,r) N P(A) # (.
Sea 2’ € C'N L tal que conv(A) C By(z',7") vy conv(A) N Sy(2’,r") = {a} con
r’ > r, (como se muestra en la Figura 1.24). Por un argumento similar al anterior
tenemos que Sy(z’,7") N P(A) # 0y que Sy(a’,r") N By(x,r) = {a}, es decir
tenemos una situaciéon como la que se presenta en la Figura 1.25

Sa(x’,r")

Figura 1.25: Representacién en R? de Sy(z,r), Sq(z’,r") y ®(A).

Por tanto a € ®(A), con lo que queda probada la primera contencion.
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Para la segunda contencién ocuparemos la primera contencién, cambiando A por
D(A) y @ por &1 € Isompy(F,(RY), Fi(RY)), con lo que obtenemos que

conv(®(A)0 c d71(D(A)) = A.
Asi, conv (conv(®(A))©) C conv(A) y como ®(A) C conv (conv(P(A))?), se

concluye que
P(A) C A.

]

Ahora definamos nuevos conceptos que nos seran utiles para probar otros
resultados.

Definicién 1.4.22. Sean l,n € N, e > 0 y A € F,(R!). Definimos
SH(A,e) ={B € Su(A,¢) : conv(A) = conv(B)}

Di(A,e) =sup{k e N: Ay,... Ay € Sj(Ae) y H(A;, Aj) = 2¢
para 1 <i < j <k}
Ejemplo 1.4.23. Sean A = {x,y,z} € F3(R) con x,y,z como se muestra en la

Figura 1.26 y0 < e < #.

s
@
S

Figura 1.26: Representacion de los elementos de A.

Tenemos que
SH (A e) = {{x,s1,2},{x, 80,2} }.
Y como H({z,s1,z},{x,s2,2}) = 2e. Entonces,
Di(Ae) = 2.
Ejemplo 1.4.24. Sean A = {z,y,z,w} € Fy(R?) con x,y, z,w como se muestra

- r(A)
en la Figura 1.27 y 0 <e < —5~.

Yy
®

RO}

N @

@
T

Figura 1.27: Representacién de € y los elementos de A.
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Tenemos que
S5(A,e) = ({2.9. 7.5}« d(s,w) = £}
Ast,
Di (A e) =2.

Proposicién 1.4.25. Seann € Nconn >3, A€ F,(R) y0<e < @. Se tiene
que A € Foy(R) si y solo si Dy(A,e) = 1.

Demostracion. Supongamos que D¢ (A,e) > 2, entonces existen C, D € F,(R)
tales que C, D € S§(A,e) y H(C,D) = 2¢. Luego como conv(A) = conv(C) =
conv(D), por la Observacién 1.4.20, A = conv(C)®) = conv(D)® asi A c CND.
Y entonces C'U D C By(A,e) C By(C,e) N By(D,¢), es decir, H(C,D) < ¢, lo
cual es una contradicciéon. Por tanto DS (A, e) = 1.

Ahora, sea m € N tal que 3 < m < n y probemos la contrareciproca, es decir,
que si A € F,,(R) entonces DS(A,e) > 2. Elijamos a € A — {min A,méx A} y
definamos F = (A —{a})U{a—c} y F = (A — {a}) U {a + €}. Tenemos que
E F e Sy(Ae)y H(E,F) = 2. Por tanto D (A, e) > 2. O

Proposicién 1.4.26. Sean I,n € N conn > 2. Si ® € Isompy(F,(R"), F1(RY)),

A€ F,(R) y0<e<min {%7 @}, entonces

Dy (A e) = Dy (®(A), ).
Demostracion. Primero notemos que
(S(A,€)) = SH(®(A), €).

Para probar que ®(S%(A,e)) C SG(P(A),e). Sea D € S5 (A, ¢), por defin-
cion H(A,D) = ¢ y conv(A) = conv(D), luego como ® € Isomy(F,(R!)),
entonces H(A, B) = H(®(A),®(B)). Por otra parte, por el Lema 1.4.21 tene-
mos que conv(P(A)) = conv(A) = conv(B) = conv(®(B)). Por tanto ®(D) €
SE(P(A), ).

La otra contencién es andloga pero considerando ®~!. Con esto queda probada
la igualdad. Y asi concluimos que

Di(Ae)=sup{k e N: Ay, ... A, € S{(Ae) y H(Ai, Aj) = 2¢
para 1l <i< j <k}
=sup{k e N: ®(A),...,D(Ax) € ®(S5;(A,¢)) y H(P(A;), P(A;)) = 2¢
para 1 <i < j <k}
=sup{k e N: ®(4;),...,D(Ax) € S5(P(A),e) y H(P(A;), P(4;)) = 2¢
para 1 <i < j <k}
= D,(P(A,¢).
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Lema 1.4.27. Sean l,n € N conn > 2. Si ® € Isomy(F,(R"), F1(R!)), entonces
®‘F2(Rl) == idp2(Rl).

Demostracion. Sea A € Fy) (R!), por el Lema 1.4.21 tenemos que
A = conv(A) C &(A),

asi que sdlo basta probar que ®(A) € F,(R!) para concluir que ®(A) = A.
Dividamos esta demostraciéon en dos casos:

Caso I. n =2.

Trivialmente ®(A) € Fy(R!).

Caso II. n > 3.

Este caso dividamoslo en los dos subcasos siguientes:

Subcaso a. Si | = 1, entonces por las proposiciones 1.4.25 y 1.4.26 tenemos que
O(A) € Fr(R).

Subcaso b. Si [ > 2, sea L la recta que contiene a A, por el Lema 1.4.21
tenemos que ®(F, (L)) = F,,(L), es decir, ®|p, (1) € Isomy(F,(L)). Asi aplicando
el Subcaso a. tenemos que ®(A) = A.

Por tanto

©|F2(Rl) - ing(Rl)’

Con los lemas anteriores estamos en condiciones de probar el siguiente resul-
tado, que es ain mas fuerte

Lema 1.4.28. Sean I,n € N. Entonces

Isomy (F,(RY), Fi(R")) = {idp, @ } -

Demostracion. Sea ® € Isomy(F,(RY), Fi(FR!))) y A € F,(R"). Demostremos
que ®(A) C A, para esto, precedamos por contradiccién, es decir, supongamos
que existe z € ®(A) — A. Por el Lema 1.4.21 tenemos que conv(A4)?) C ®(A) C
conv(A), asi que z € conv(A), el caso en que n = 3 y [ = 2 se muestra en la
Figura 1.28.
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Cz H Cl

Figura 1.28: Caso para F3(R?).

Luego, tenemos que existe H un hiperplano en R! de dimensién [ — 1 que
contiene a z de tal manera que AN H = () y que para los semiespacios cerrados
acotados por H, C;,C, tales que C; U Cy = R se tenga que AN Cj, # O para
k = 1,2, como se muestra en la Figura 1.28 para el caso R? y n = 3.

Sea L una recta en R’ que contiene a z de tal manera que sea perpendicular a
H, se tiene que existen r» € R lo suficientemente grande y x;, € L N IntpCy con
k = 1,2 de tal manera que d(z1,2) =1 = d(xq,2), AN (Sy(x1,r)USe(Xa,7)) =10
y A C By(x1,7) U By(x2,7).

Hagamos W = {x,x2}, como dist(z, W) = min {d(z, z1),d(z,z2)}= r, entonces
tenemos que

H(®(A), W) > dist(z, W) = 7. (1.4)

Por otro lado, como AN Sy(W,r) =0, A C By(W,r) y W C By(A,r), tenemos
que

H(W, A) <. (1.5)

Como W € F»(R'), entonces por el Lema 1.4.27 ®(W) =W, y junto con (1.4) y
(1.5) tenemos

r < H®A),W)=H(P(A),>(W))=H(AW) <r.
Lo cual es una contradiccion, por tanto
P(A) C A.

Como @71 € Isomy(F,(RY), Fi(R")), entonces tenemos que ®~1(A) C A, y en-
tonces aplicandole ® tenemos que A = ®(®~'(A)) C ®(A). Por lo que concluimos
que ®(A) = A. Por lo tanto el lema se cumple. O
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Teorema 1.4.29. Sea l € N y R! con la métrica usual d. Entonces
Xn : Isomg(RY) = Isompy(F,(RY))

es un isomoformismo para cada n € N.

Demostracion. Tenemos por el Lema 1.4.17, ®|p w1y € Isompu(Fi(R")) y por el
Lema 1.4.28, Isomy(F,(RY), F1(RY)) = {Z'an(Rz)}, las cuales son las hipétesis del
regreso del Lema 1.4.10, por tanto y, es un isomorfismo. O
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Capitulo 2

Retracciones Lipschitz

En este capitulo analizaremos otro aspecto de los productos simétricos a traves
de las funciones Lipschitz.

Definicién 2.0.1. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos. Una funcion f :
(X,dx) — (Y,dy) es Lipschitz si existe un nimero real L > 0 tal que para
cualesquiera a,b € X, se satisface que

dY(f(a)a f(b)) < LdX(aa b)

En tal caso, decimos que X y Y son L-Lipschitz equivalentes, a L se le llama
constante de Lipschitz.

Proposicién 2.0.2. Si f es Lipschitz, entonces f es uniformemente continua.
Observaciéon 2.0.3. No toda funcion continua es Lipschitz.

Definicién 2.0.4. Un subconjunto Y de un espacio métrico X es un retracto
Lipschitz de X si existe una funcion Lipschitz v : X — Y que fija los puntos de
Y.

Dado un espacio métrico X, ndtese que siempre tenemos que
F(X)CEX)CFX)C---,

por lo que L. V. Kovalev en [12, Problem 4.1, p. 806] propone el siguiente problema
interesante:

Problema 2.0.5. Caracterizar los espacios métricos X tales que Fi,(X) es un
retracto Lipschitz de F,,(X) cada que k < n.

En general no existen retracciones r : F,(X) — Fi(X) (con 1 < k < n), por
ejemplo si X es la circunferencia unitaria S*, se sabe que F»(X) es homeomorfo
a la banda de Moebius, vedse [5, p. 887], donde Fi(S') se pude identificar con su
frontera, y no existe una retraccién de Fy(X) en Fj(X); incluso para n > 3 no
hay retracciones de F,(S') en F;(S!') ni en Fy(S!).

En forma positiva, L. V. Kovalev en [12] mostré el siguiente teorema

51
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Teorema 2.0.6. Sea X un subconjunto conexo y no vacio de R. Entonces para
cualesquiera 1 < k < n, eziste una retraccion Lipschitz v : F,,(X) — Fi(X).

Nuestro objetivo es extender, las ideas de L. V. Kovalev, para lo cual comen-
zamos con algunos lemas basicos. El siguiente lema es facil de verificar.

Lema 2.0.7. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B € F,,(X). Si a € A entonces
existe b € B tal que d(a,b) < H(A, B).

Notese que el lema anterior es valido si A y B son elementos del hiperespacio
de los subconjuntos cerrados no vacios de X.

Definicién 2.0.8. Sea A € F,(X). Si |A| = n definimos §(A) = min{d(a,b) :
a,b € A,a # b} en caso contrario 6(A) = 0.

Lema 2.0.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A, B € F,(X), entonces |§(A) —
5(B)| < 2H(A, B)

Demostracion. Para probar este lema se requieren tres casos:
Caso 1. Si |A| < ny |B| <n, entonces |6(A) —§(B)| =0 < 2H(A, B).
Caso II. Si |[A] =ny |B| < n.

Supongamos que A = {ay,...,a,}, B={by,...,bx} con k < ny ademds

2H(A, B) < |5(A) — §(B)| = 5(A).

Obsérvese que la desigualdad se satisface claramente para el caso particular de
las Figura 2.1

6(A) 1
ol1 o U2 -
| H(A, B) |
o1
T T
6(A) l
L
ol }'a2 T
X H
T, T,

Figura 2.1: Caso particular, A € Fo(X) y B € F)(X).

Siguiendo con la demostracion por el Lema 2.0.7 tenemos que para cada a; € A
existe s(i) € {1...,k} tal que d(a;, bs;)) < H(A, B) < $6(A). Observemos que si
a;,a; € A con i # j entonces s(i) # s(j), pues de lo contrario tendriamos que

d(a;,a;) < d(a;, bs)) + d(bs(), a;) < 6(A)
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lo cual no es posible de la definicién de §(A). Esto implica que |B| = n, lo cual
es una contradiccién. Por tanto |0(A) — §(B)| < 2H(A, B).

Caso III. Si |A| =n = |B|.
Supongamos que A = {ay,...,a,}, B ={b1,...,b,} y que 2H(A, B) < |6(A) —
d(B)|. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que §(A) < §(B), entonces

H(A,B) < %(5(3) — §(A)) < %5(3).

Sie=3(0(B)—d(A)) > 0 se satisfacen las siguientes dos cosas:

1
2
1. Paracada k=1,...,n, AN By(by,e) # 0.

En efecto, por el Lema 2.0.7 para cada b, € B existe a € A tal que d(by,a) <
H(A,B) < %((5(3) — §(A)) =e. Asi a € By(bg,¢).

2. Para cada i,j € {1,...,n} con i # j, By(bi,e) N Ba(bj,e) =0 .
Esto se satisface, pues si suponemos que existe p € By(b;, €) N By(bj, €), en-
tonces d(b;, b;) < d(bi,p)+d(p,b;) < 2e < §(B), esto contradice la definicién
de 0(B).

Ahora probemos que §(A) no se alcanza para cualesquiera j, k € {1,...,n}. Sean
gk e{l,...,n} ysean ¢; € Fr(By(b,¢)) y ¢ € Fr(By(b;,¢)) tales que

(s, ) = min {d(z, ) : v € Fr(Ba(br. ).y € Fr(Balby,)) }
entonces
d(bj, by) < d(bj, cj) + d(c;, cx) + d(ck, b)) = 2e + d(cj, ).

Ast, d(¢j, c) 2 d(bj, be) + (6(A) — 6(B)) = 6(B) + (6(A) —4(B)) = 5(A)-

Por otro lado, por 1. y 2., para cada a; € A existe s(i) € {1,...,n} tal que
bsiy € By a; € Bd( (i), €), en particular d(cs(j), csry) < d(aj, a).
Asi 0(A) < d(cs(j), csry) < d(aj,ay), para cualesquiera Jj,ke{l,...,n}, lo cual
es una contradicmon
Con lo que queda demostrado el lema. O

2.1. m~odos simples

En esta seccion probamos que para cualquier m-odo simple se satisface que su
k-ésimo producto simétrico es retracto Lipschitz de su n-ésimo producto simétri-
co para k < n.

Sea m € N; en esta seccién consideramos un m-odo simple, X, definido de la
siguiente manera
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donde 77 = {(x1,0,...,0) e R": 0 <2y <1} y T}, = {(0,...,2,...,0) € R™:
—1<uxp<0}parak=2,...,m.

Por ejemplo, vease la Figura 2.2 la cual representa un 3—odo simple, comtinmen-
te conocido como triodo simple.

ot

Figura 2.2: Representacion para el triodo simple.

Consideramos a X con la métrica dada por d(z,y) = Z |z; — y;| para cua-
i=1

lesquiera = = (z1,...,Zm) ¥y = (Y1, -, Ym) € X.
Para cada ¢ = 1,...,m, m; : R™ — R denota la i-ésima proyeccién dada por
mi((x1,...,xm)) = ;. Dados a,b € T; diremos que a < bsiy sélo si m;(a) < m;(b).
Y 0 denotard el origen en R™.
Dado A € F,(X), para cada i = 1,...,m; supongamos que ANT; = {t},... t.}
con t;_l < t; para j = 2,...,r;, como se muestra en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Ordenando un conjunto A para el caso de un triodo simple.

Para cada t; definimos (tj-), de la siguiente forma:

s Sii=1yje{l,....r}

(t) = <ma:x{o,7r1(t}) - (inﬂ) 5(A)} ,o,...,o) :

= SiiFlyjed{l,....n},
(t5) = (0,...,min {0,m(t)) + (n— j)6(A)},...,0).
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En las Figuras 2.4, 2.5, 2.6, y 2.7 se muestran algunos ejemplos de la asignacién
de (tj-)/ (indicados con flechas), que le corresponden a cada (t;)

Figura 2.4: Ejemplo de cuando los puntos té- estan en 7.

Figura 2.5: Ejemplo de cuando los puntos t; estan en 1.

1 ] ] )—T
Bt
2 t2
T2 2

Figura 2.6: Ejemplo de cuando los puntos t; estan en T y 1.
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Figura 2.7: Ejemplo de cuando los puntos t; estan en T, Ty vy T3.

Proposicion 2.1.1. Sia € Ty, entonces o' € Ty y d’ < a.

Demostracion. Como a € T, entonces a = t} para algin j € {1,...,r}.
Para la primera parte notemos que

0 < m(d) = max {o,m (t5) — (Z T +j) 5(A)} < m(t)) = m(a) <1,

Asid € Tl-
Para la segunda parte, como 0 < m(a) y

Proposicién 2.1.2. Sia € T; para algin i € {2,...,m}, entonces o’ € T; U {6}
ya<a.

Demostracion. Como a € T;, entonces a = t;'- para algun j =1,...,7r;. Asi —1 <
mi(t;) < 0y dado que (n —j)d(A) = 0, se tiene que m;(¢;) < m(¢;) + (n — j)5(A)
y como ;(t%) < 0, tenemos que

—1 < mi(th) < m (%)) = min {0, m () + (n — 7)0(A)} <0,
a <

es decir, (0,...,—1,...,0) < a’ < 0. Por tanto a < ' y ' € T; U {0}.

]
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Proposicién 2.1.3. Si t'_|,t5 € T, para algin i € {1,...,m} y para algin
Jj€42,...,1;}, entonces (t;"q)/ < (t;)'

Demostracion. Consideremos dos casos
Caso I. Si i = 1, por definicién de §(A) tenemos que

mi(t5_y) +0(A) < m(t))

m(ti_y) (Z r+(j— 1)) 0(A) = m(ti_y) + 6(A) — (Z T +j> 5(A)
=2 =2
< m(th) — (i T +j> 5(A).
=2
Entonces,

m((£_,)) = méx {o,m@;ﬁl) - <Z rt (G — 1)> 5(,4)}

< max {O,Wl(té-) — (Z T +j) 5(14)} = 771(<t§>/)'

=2

Por tanto, (t!_,)" < (t%)".
Caso II. Si i € {2,...,m}. De la definicién de 6(A) tenemos que

m(t_y) + 6(A) < m(t),
entonces
() +H(n—j+1)8(A)  =m(t)_y) +(A) + (n —j)é(A)
< w(ty) + (n—j)o(A)

Por lo tanto, (t5_;)" < ()"
O

Proposicion 2.1.4. Sic,e € A son tales que §(A) = d(c,e) , entonces ¢ =¢€'.
Demostracion. Consideremos los siguientes tres casos:

Caso I. Si ¢,e € T} entonces ¢ = tjl-_l ye= tjl- para algun j € {2,...,r1}. Dado
que §(A) = d(c, e), tenemos que 7 (tj_,) 4 6(A) = m(t;), asf

na(fy) + 5(04) — (z . +j> §(4) = ma(t}) — (z ' j) 504)

=2 =2
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como §(A) — (Z r —i—j) (Z r+(—1) ) d(A), tenemos
(Zrz J—l) 6(A ):Wl(tgl‘)_<z7’zl+j>5f4

m((t5,)) = max{O m(t <Zrl (7—1) ) (A)}

= méX{O 7T1 (Zrl +]> } - 7Tl(<t;)/>'

Por tanto, ¢ = (t;_,) = (t}) = €.

Caso 1II. Si ¢,e € T; para algin i € {2,...,m}, entonces ¢ = tj-fl ye= tj- para
algin j € {2,...,7;}.

Dado que §(A) = d(c, e), tenemos 7;(t;_;) + 0(A) = m;(t}), entonces

Asi,

mi(t5_1) + 0(A) + (n = J)6(A) = mi(t;) + (n — )3 (A).

Como §(A) + (n — 7)d(A) = (n — 7+ 1)6(A) tenemos que

mi(ti_1) + (n = (7 = 1))6(A) = m(t;) + (n — 5)3(A).
Asi,

mi((t5-1)) = mdx {0, mi(t;_1) — (n — (5 — 1))d(A) }
= méx {0, 1 (t}) — (n — )d(A) } = m((t)' )
Y en este caso también se concluye que ¢ = (t%_ ) (t5) =
CasoIII.cETuyeeTvConu%vyu,ve{l }
Consideramos los siguientes dos subcasos:
Subcaso I. ¢ € T} o e € T;. Sin pérdida de generalidad supongamos que
¢ € Ty, entonces ¢ = t; para algin j € {1,...,71}.
Notemos que

0(A) = d(c,e) = m(c) =0 +[0=m(e) |, (2.1)
< (0= M@ =0 |=0.
Como my(c) — <Z r —I—j) d(A) < mi(c) —6(A),

=2

asi m1(c) — §(A)

entonces m(c) — Z i+ j) d(A) < 0. Por lo tanto,
I

=2

max {O,m(c) — (Zrll +j> 5(A)} = 0.

=2
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Asi, ¢ = 0.
Subcaso II. Si ¢ € T; o e € T; para algin ¢ € {2,...,m}. Sin perdida de
generalidad supongamos que c € T;, entonces ¢ = té para algan j =1,...,r;.

Por (2.1) se tiene que
0=m(e)+ | mi(e) =0
< mi(e)+ [ mi(e) =0+ 0 —m(c) |
= mi(e) +0(A) < mi(e) + (n — 7)o (A).

Asi,

min {0, mi(c) + (n —j)o(A)} =0
es decir ¢’ = 0.
Por tanto, ¢ = ¢'. O
Lema 2.1.5. Si A={ay,...,an} € F,(X) se tiene que

max {d(ar,a;) : k € {1,...,m}} <nd(A).

Demostracion. Para probar este lema requerimos los siguientes casos:
Caso I. Si |A| < n.
Por definicién tenemos que §(A) = 0 y que ar = a), para cada k € {1,...,m}.
Asi,
max {d(a,a)) : k € {1,...,m}} =0 < nd(A).
Caso II. Si |[A] = n.
Consideramos los siguientes dos subcasos:

= Siag € Ty, entonces a, = tjl- para algtin j € {1,...,7r} y por la Proposicién

2.1.1 tenemos que a;, < ay, asi, dado que Z?‘l +7<n
1=2

Wl(t}) — (Wl(t}) - (i T +j> 5(A)> ‘
= ’ (iﬁ +j> 5(14)‘

d(ag,a,) <

1=2
< nd(A)
» Si ap € T;, para algin ¢ € {2,...,m}, entonces a; = t; para algun j €
{1,...,r;}. Asi,
d(ay,ay,) < |mi(t;) — (m(t;) + (n — 5)3(A)) |
= (n—j)i(4)

< ni(A).
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Con lo que queda probado el lema.

[
Ahora definamos la funcién r : F,,(X) — F,,_1(X) dada por:
{d},...,a)} si|A|=n,
r(A) = (2.2)
A si |A| < n.

Por las proposiciones 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 y 2.1.4 tenemos que r esta bien definida
y que 7(A) € F,_1(X). A continuaciéon mostraremos una propiedad importante
de la funcion r y que nos sera de gran ultidad para probar el teorema principal
de esta seccion.

Lema 2.1.6. Si A ={ay,...,an} € F,(X) se tiene que
H(A,r(A)) < méx{d(ay, a,) : ke {l,...,m}}.

Demostracion. Para la prueba de este lema consideramos dos casos:
Caso 1. Si |A| < n, por definicién tenemos que 7(A) = A y asi,

H(A,r(A)) =0 < méx{d(ax,a;) : k€ {1,...,m}}.

Caso II. Si |[A] = n.
Como
H(A,r(A)) = max{méxdist(a,r(A)), mdx dist(a’, A)},

acA a’er(A)
solo basta probar las siguientes dos cosas:
1) maxgeadist(a,7(A)) <méx{d(ag,a,): ke {l,....,m}},y
ii) max,ep(a)dist(a’, A) < max {d(ay,ay,) : k€ {1,...,m}}.
Para probar i), dado a; € A con j € {1,...,n}, se tiene que

dist(a;, 7(A)) = min {d(a;, a)|a; € r(A)}
<d(a]7 ])
< méx {d(ax,a})|k=1,...,n}.

Andlogamente para probar ii), sea a} € r(A) con j € {1,...,n}, entonces
tenemos que

dist(a), A) = min {d(a}, a)la € A}
< d(ajv j)
< méax{d(ag,a) )|k =1,...,n}.

Por tanto, si |A| = n se tiene que

H(A,r(A)) < méx{d(a,a;)|k =1,...,n}.
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Con los resultados anteriores, estamos en condiciones para probar nuestro
primer objetivo, a través del siguiente teorema.

Teorema 2.1.7. Sean > 2. Si X es un m-odo simple, entonces F,,_1(X) es un
retracto Lipschitz de F,,(X).

Demostracion. Basta probar que la retracciéon r dada en (2.2) es Lipschitz, para
lo cual consideramos dos casos:
Caso I. A =B.

Claramente en este caso se cumple la desigualdad Lipschitz dado que
H(r(A),r(B)) =0= H(A, B).

Caso II. A # B.

En este caso consideremos los siguientes dos subcasos:
Subcaso I. 6(A) < 2H(A, B).

Por el Lema 2.0.9 obtenemos que

§(B) < |8(B) — 6(A)| + 6(A) < 2H(A, B) + §(A)
< 2H(A, B) + 2H (A, B) = 4H(A, B).

Asi, utilizando también los lemas 2.1.5 y 2.1.6 tenemos

H(r(A),r(B))< H(r(A),A)+ H(A,B) + H(B,r(B))
<néd(A)+ H(A, B) +nd(B)
< 2nH(A,B)+ H(A,B) + 4nH(A, B)
— (6n+ 1)H(A, B).

Subcaso II. §(A) > 2H (A, B).
Bajo estas circunstancias notemos que 6(B) > 0, pues de lo contrario por el Lema
2.0.9 tendriamos que §(A) = |§(A) —d(B)| < 2H(A, B), lo cual es una contradic-
cion.
Por lo anterior |A| = n = |B|. Asi, supongamos que A = {ay,...,a,}, B =
{b1,...,b,} yseae = H(A,B).
Afirmacién a) Para cada k € {1,...,n} BN B.(ax) # 0.
En efecto, por el Lema 2.0.7 tenemos que existe b € B tal que d(a,b) < H(A, B)
y asi, b € BN B.(ay) # 0.
Afirmacién b) Dados j,k € {1,...,n} con k # j, B-(ax) N B:(a;) = 0.
En efecto, pues si p € B:(ax) N B:(a;), entonces d(ax,p) < H(A, B) y d(a;,p) <
H(A, B)y asi tendriamos que 2H (A, B) < 6(A) < d(ag,a;) < d(ag, p)+d(p,a;) <
2H(A, B). Lo cual no es posible.
Por las afirmaciones a) y b) tenemos que para cada k € {1,...,n}, existe un
tnico s(k) tal que by € B.(ay). Ademds ar y by asi definidos satisfacen la
siguiente afirmacion.
Afirmacion c) d(ay, b)) < (2n+1)H(A, B).
Para la prueba de esta afirmacién consideramos los siguientes cuatro casos:
Caso i) a, € T; para algin i € {2,...,m} y byx) € T1.
Por las proposiciones 2.1.1 y 2.1.2 tenemos que a; < aj y b;(k) < bk, ast
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d(ay,, b’s(k)) < d(ak, bsr)) y como by € B:(ax), entonces d(ay,, b;(k)) < d(ak, bsry) <
H(A,B) < (2n+ 1)H(A, B).

Caso ii) ag, bsry € T; para algin i € {2,...,m}.

En este caso se tiene que ax =t} y by = 5. Sean p = m(t}) + (n — j)6(A) y
q = mi(s5)+(n—7)0(B). Asi, mi(a;,) = min {0,p} = |p‘ y (b)) = min {0, ¢} =
q%m. Entonces,

(W) = ‘(p —Ipl) — (¢ — !q\)’

2

asi,
2d(af V) = |0 = a) + (lal = IpD)| < Ip— ol + llal = Ipll

Como |[q] — [p[| < |p — q|, tenemos que 2d(aj, b)) < 2|p — g|. Asi, por el Lema
2.0.9 tenemos que

Al V)< [m3(85) + (0 — 7)3(A) = (m(s5) + (n— 7)3(B))
< |mi(t5) — (mils)| + (n = J)[6(A) = 6(B))]
< H(A,B)+2nH(A, B)
= (2n+ 1)H(A, B).
Caso iii) ax, bsar) € T1.
En este caso se tiene que ap = t1 Y bsry = ;-

Seanp—m (ZT;—I—]) zﬂl(s})— (Zm+j)53

Asi, mi(a)) = méx {0,p} = ple y mi(Vy) = méx {0, ¢} = q+|q|
Continuando como en el Caso ii) obtenemos d(ay, y) < (2n +1)H(A, B).
Caso iv) ap € T, y byy € Ty, con u,v € {2,...,m} y u # v.

Por la Proposicién 2.1.1 tenemos que aj, < aj, y byry < 0y, Asi

d(ay, b)) < dag, b)) < H(A, B) < (2n+1)H(A, B).

Con lo que se concluye la prueba de la Afirmacién c).
Ahora recordemos que

H(r(A),r(B)) = max {J?%) dist(d’, r(B)),b%f%)é) dist(b, T(A))}

Sin pérdida de generalidad supongamos que

H(r(A),r(B)) = a%fﬁi) dist(a’, 7(B)).

Entonces, para algin j € {1,...,n}

H(r(A),r(B))= dist(a},r(B))
< d(a], b; )
< méx; d(ak,b’s(k))
< (2n+1)H(A, B)
< (6n+1)H(A, B).
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Por tanto, en cualquier caso tenemos que
H(r(A),r(B)) < (6n+ 1)H(A, B).

Es decir, r es (6n + 1)— Lipschitz.

Por [14, Proposicién 2.1.3, p. 10], tenemos el siguiente corolario
Corolario 2.1.8. Sean n > 2. Si X es un m-odo simple, entonces para toda

k < n se tiene que Fyp(X) es un retracto L-Lipschitz de F,(X), donde L =
(6n+1)(6(n—1)+1)---(6(k+1))+1).

2.2. Arboles

En esta seccion vamos a considerar X un arbol, asumiendo que la métrica d
en X es la métrica de longitud de arco y supongamos que cada arista e; de X
tiene longitud uno.

Observacién 2.2.1. Sean a,b,c € X. Se tiene que ¢ € % si y solo si d(a,b) =
d(a,c) +d(c,b).

Proposicién 2.2.2. Sean a,b,v € X y 0 < X < d(b,v). Si b € ab entonces
d(af,b}) = d(a,b).

., — . — —
Demostracion. Notemos que by € bv, mientras que a} € % (b € ajv) 6 a} € bby.

Asi, los siguiei‘ges dos casos:
Caso I. b € afv. (Véase Figura 2.8).

Figura 2.8: b € CE)}.
Por la Observacion 2.2.1
d(a},by) = d(a},b) +d(b,b3) = d(a,b) — A+ X =d(a,b).

_%
Caso II. a} € bb}. (Véase Figura 2.9).
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__)
Figura 2.9: a} € bby.

Como d(a, by) = d(a,b) + A, entonces
d(ai))m bK) = d(a7 bK) B d(a7 (J,K) = d(a7 bl)}\) —A= d(CL, b)
[

Proposicién 2.2.3. Sean a,b,v € X, 0 < A < d(a,v) y 0 < k < d(b,v). Si
b € ab, entonces d(ay,b?) < d(a,b) + |\ — k|.

Demostracion. Observese que si A = k, entonces por la Porposicién 2.2.2 se da la
igualdad. Ahora si A # k, notemos que b§ € bv, mientras que a3 € ab (b € ajv)
6 af € bv. Asi, consideremos los dos casos:

Caso I. b € CE)J.
Por la Observacion 2.2.1,

d(a3, by) = d(a3, b) +d(b,by) = d(a,b) = A+ k < d(a,b) + |\ — &l.

%
Caso II. af € bv.
N g
i) Si a} € blv, entonces

d(a}, b)) = d(a},a) —d(a,b) —d(b,b,) = —d(a,b) + A — k < d(a,b) + |\ — K.
ii) Si b € aﬁ_{), entonces
(a3, b2) = d(a, bY) — d{a, a3) = d(a,b) + d(b, b2) — d(a, a}) < d(a,b) + A — .
O

Proposicién 2.2.4. Sean a,b,v € X, 0 < X < d(a,v) y 0 < k < d(b,v). Si
v E %, entonces d(a},b’) < d(a,b).

Demostracion. Tal situacion se puede visualizar en la Figura 2.10.

a

Figura 2.10: Condiciones de la proposicion.
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Por la Observacién 2.2.1
d(a,b) = d(a,a3) + d(af, b2) + (b, b) = A+ (a3, bY) +

Asi,
d(CLK, b};) = d(&> b) - ()‘ + K’) < d(a’ b)

]

Proposicién 2.2.5. Sean a,b,v € X, 0 < A <min{d(a,v),d(b,v)}. Sia ¢ E; y
b & ab, entonces d(a¥,b}) < d(a,b).

Demostracion. Observese que si A = 0 entonces se da la igualdad. Supongamos
_>

que A > 0,sea z € c@ﬂ bv tal que si w € atbNbu entonces wb C z0. Consideremos

los siguientes tres €asos:

Caso I. akebvyb” € ab. .

Sin pérdida de generalidad supongamos que d(a, z) < d(b, z). Sea a’ € bv tal que

ay = a'y. Como se muestra en Figura 2.11.

%
Figura 2.11: a§ € bv y b} € ab.

Notemos que d(a',b) < d(a,b), asi por la Proposicién 2.2.2 d(a}, by) = d(d’,v) <
d(a,b). .
Caso II. a} € bv y b & ab.
La justificacién en este caso es andloga a la del Caso I.
Caso III. af ¢ bv y b & ab.

En este caso notemos que a§ = af y by = 03, asi por la Proposiciéon 2.2.4,

d(a3,83) < d(a,b). 0

La prueba de los casos que se consideran en la demostracion de la siguiente
proposicion es andloga a los que aparecen en la prueba de la proposicion anterior.

Progosici(')n 2.2.6. Sean a,b,v € X, 0 < XA < d(a,v) y 0 < k < d(b,v). Si
a & bvybdab, entonces d(al,b’) < d(a,b) + |\ — &|.

Por las proposiciones anteriores obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.7. Sia,b,v € X, 0 < XA < d(a,v) y 0 < k < d(b,v), entonces
d(ay,b?) < d(a,b) + |A — K|.
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Teorema 2.2.8. Sea X un drbol. Entonces la funcion r : Fo(X) — F1(X), dada
por r(A) = {PM(A)} es 4— Lipschitz.

Demostracion. Sean A, B € F5(X). Notemos que H(A,r(A)) = @. Para la
prueba de este teorema consideramos tres casos:

Caso I. Si |[A| = 1 = |B]|. entonces se cumple que H(r(A),r(B)) =

Caso II. Si |[A| =2 y |B| = 1. Notemos que en este caso M < H(A, B), asi,

H{(r(A),r(B)) ;‘( ), ), A) + H(A, B)

H( B) < H(r(A
®Y 4 H(A, B) < 2H(A, B).

<

Caso III. Si |A| = 2 = | B|. Consideremos los siguientes dos subcasos:
Subcaso a. H(A, B) > @.
En este caso se cumple que

H(r(A),r(B)) < H(r(A),A)+ H(A,B) + H(B,r(B))

_94)
T2

Ahora consideremos las siguientes dos situaciones:

i) Si 6(B) < 6(A), se tiene que

3(B)

+ H(A,B) + =

H(r(A),r(B)) < H(A,B)+6(A) < H(A,B) + 2H(A,B) = 3H(A, B)
ii) Si 6(B) > 6(A), entonces por el Lema 2.0.9 obtenemos
§(B) <2H(A,B) +0(A) <4H(A,B),

y asi,
1(r(a).r(8) < s a5y + 2 < amia )
Subcaso b. H(A, B) < @.

Sean A = {a,c} y B = {b,d}, supongamos que H(A, B) = d(a,b), entonces por
el Corolario 2.2.7 y el Lema 2.0.9, obtenemos

H(r(A),7(B))= d(PM(A), PM(B)) = (a5, Vi)
< d(a,b) +]%2 — UB| < 21 (4, B).

Por lo tanto r es una retraccién 4—Lipschitz. O

Ahora probaremos que F5(X) es un retracto Lipschitz de F3(X), para lo cual
requerimos de los siguientes resultados.
Proposicién 2.2.9. Sean a,b,d,e € X. Si d(a,d) < %2 y d(be) < 4B
entonces PM({d,e}) € ab.




2.2. ARBOLES 67

Demostracion. Para la prueba de esta proposicion consideramos tres casos:
Caso I. d,e € ab.

_)
Si esto pasa entonces PM ({d,e}) € de C %. Como se muestra en la Figura 2.12.

a (PM({d, e})

d

/ . )

Figura 2.12: d,e € %.

CasoII.dEa?peroe%%,éeEa?peroc%a?.
a

Sin pérdida de generalidad supongamos que d €
consideramos los siguientes dos subcasos:

Subcaso a. b C a. (Véase Figura 2.13).

pero e ¢ %. En esta situacion

Figura 2.13: % C aé.

Notemos que PM ({d,b}) € ab y como d(b, e) < d(b,d) entonces PM ({d,e}) =
PM({d,b})%s. € ab.

Subcaso b. % 4 at. En este subcaso tenemos que existe t € % tal que d(b,e) =
d(b,t) + d(t,e). Como se muestra en la Figura 2.14.

ST

Figura 2.14: a? ¢ at.

Dado que d(a, b) = d(a,d)+d(d,t)+d(t,b) y d(b,e) = d(b,t)+d(t, e), entonces
d(d,t) —d(t,e) = d(a,b) — d(a,d) — d(b,e) > 0y asi se tiene que d(d,t) > d(t,e).
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Como d,t € %, entonces PM({d,e}) = PM({d,t})%.., € at c ab.

2

Caso III. d,e & %_.> Consideremos los siguientes dos subcasos:
Subcaso a. ab C de. (Véase Figura 2.15).

%
Figura 2.15: % C de.

Por Caso IL. PM({d,b}) € ab y d(e,b) < d(a,b) < d(d, b), entonces
PM({d,e}) = PM({d, b} i, € ab.
Subcaso b. % 7 %. Sean s,t tales que
d(a,d) =d(a,s) +d(s,d) y d(b,e) = d(b,t) + d(t,e).

1)3 C %.(Véase Figura 2.16).

Figura 2.16: st C ab.

%
Como st C de, aplicando el Subacaso a. PM ({d,e}) € St c ab.
ii)gf) 4 ab y ab 04 st. Como se muestra en la Figura 2.17.
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| &

Figura 2.17: 5t 7 % y % 7 St

En esta situacién tenemos que t € % 0s € a?, sin pérdida de generalidad
supongamos que t € %. Aplicando el Caso II. tenemos que PM ({d,t}) € ﬁ y
como d(t,e) < d(t,d) entonces PM({d,e}) = PM({d,t})%.., € at  ab. O

Proposicién 2.2.10. Sean x,y,z € X tres puntos distintos. Entonces |ﬁ/ﬂy7ﬂ
3 =1.

Demostracion. Como X no tiene curvas cerradas simples tenemos que se cumplen
las siguientes dos cosas:

1. 7Nzt es {x} 6 es un arco contenido en 7, y
2. T Nzj es {y} 6 es un arco contenido en 7.

Notemos que (N 24 = {z}y TGNZ) = {y} no se puede dar pues de lo contrario
tendriamos una curva cerrada simple.

» SiZ)Nzt = {x} y THNZ} es un arco contenido en 7 entonces TYNyZNTYH =
{z}.

= Si Z)NZf es un arco contenido en 73 y ZYNZj = {y} entonces ZYNyZNTYH =
{v}.

s Si 9@ N z# es un arco contenido en @, digamos 176, y ﬁ/ N ﬁ/ €s un arco
contenido en ﬁ/, digamos @ Como X no tiene curvas cerradas simples
entonces v = w y se tiene que =4 N2 Nz = {v}.

]

Proposicién 2.2.11. Sean z,y,z € X tres puntos distintos. Si d(z,y) < d(z, 2)

PM(){:W})

Aoy € ﬁ, donde v es el punto que garantiza la
2

yd(z,y) <d(y,z), entonces z

proposicion anterior.
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Demostracion. Sea z' = zd(l y(){$ ¥} Para la prueba de esta proposicién considere-

mos los siguientes dos casos-

Casol.v=x6v=y.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que v = x. Notemos que z ¢ 9@ y cOmo
d(z,7") < d(z,x) < d(z, PM({z,y})), entonces 2’ € zt.

Caso Il. Siv#xyv#uy.

En este caso notemos que

d(z,y)

d(z,2") = 5

< méax {d(z,v),d(v,y)} < d(v, z),

y por tanto 2’ € Z0. O

Teorema 2.2.12. Sean X un drbol y r : F3(X) — F»(X) dada por

{ M({a,B}), f;%{“”} i A =3,

r(A) = (2.3)
A si |[A] < 3,

donde A = {a,b,c} y a,b son tales que 6(A) = d(a,b). Como se muestra en

la Figura 2.18.
FM{ab}) \
6(A)
° (

(&
+

M({a,b}) o

Figura 2.18: Retraccion r.

Entonces r es 4-Lipschitz.

Demostracion. Sean A, B € F3(X). Notemos que H(A,r(A)) = @. Considere-
mos los siguientes tres casos:

Caso 1. Si |A| < 3y |B| < 3, entonces H(r(A),r(B)) = H(A, B).

Caso II. Si |[A| =3 y |B| < 3, notemos que ( ) < H(A, B), entonces
H(r(A),r(B)) < 2H(A, B), cuya prueba es idéntica al Caso I1. del Teorema 2.2.8.
Caso III. Si |A| = 3 = |B|. Consideremos los siguientes dos subcasos:

Subcaso a. Si H(A, B) > 5(‘4) , entonces H(r(A),r(B)) < 4H(A, B), la prueba
es idéntica a la del Subcaso a del Caso III. del Teorema 2.2.8.
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Subcaso b. H(A,B) < 4 Supongamos que B = {g,e, f} tal que d(a,g) <
2
A q(b,e) < @ yd(c, f) < @. Notemos que

H(A, B) = max{d(a, g),d(b,e),d(c, [)}. (2.4)
De aqui tenemos tres situaciones, §(B) = d(g,¢), §(B) = d(e, f) 6 6(B) = d(g, f).

1. Si §(B) = d(g,e). Sean ¢ cf(% R %Gg’e}). Observese que en
2

esta situacion
H(r(A),r(B)) < méx{d(PM({a,b}), PM({g,¢})),d(c, f)}.  (25)

Por un lado, por la Proposicién 2.2.9 tenemos que PM ({g,e}) € ab y asi,

A(PM({a,b}), PM({g.¢})) = d (abn ghis )

luego por (2.4), el Corolario 2.2.7 y el Lema 2.0.9 tenemos que
d(A) — (B
APM({a, ), PM({g.e}) < d(a.g) + |V E) <oma ). (26)

Ahora probaremos que d(c, f') < 2H(A, B), para tal efecto consideramos
las siguientes dos situaciones:

) abc a6 abC b

Sin pérdida de generalidad supongamos que pasa lo primero, entonces
por el Corolario 2.2.7, (2.4) y el Lema 2.0.9, tenemos que

o) - B)‘ < 2H(A, B). (2.7)

d(c, f) = d(ci, fim) < dle, f)+
? gZ at y a % gZ bc
Sea v = ab N be N @t. Como PM({a,b}), PM({g,e}) € ? entonces
tenemos las siguientes dos opciones:

) PM({a,b}), PM({g,e}) € 5 6 PM({a.b}), PM({g,c}) € vb.
Sin pérdida de generalidad, supongamos lo primero, entonces
d(c, f') = d(c5a, f5m)), luego por el Corolario 2.2.7, (2.4) y el

Lema 2.0.9 se ti2ene qile
d(d, f) < d(e, f) + \—( <2H(A,B). (28)

) PM({a,b) € aby PM({g,e}) € vb) 6 (PM({a,b}) € vb y
PM({g,e}) € ab).
Sin pérdida de generalidad supongamos lo primero. Notemos que
en esta situacion v € be. Asi, por la Proposicién 2.2.11 tenemos



72

CAPITULO 2. RETRACCIONES LIPSCHITZ

%
qued € @y f € fv,lo que implica que d(d, ') = d(Say s fim) )
Ty
Por el Corolario 2.2.7, (2.4) y el Lema 2.0.9, se tiene que

5(A) — 8(B)

5 < 2H(A, B). (2.9)

d(c, f) < d(c, f) +

Por lo tanto, (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) y (2.9) implican en esta situaciéon que
H(r(A),r(B)) < 2H(A, B).

. Sid0(B) = d(e, f). Sean ¢’ gf(]g)({e )y ¢ como en la situacién anterior.

Observese que en esta situa(non

H(r(A),r(B)) < max{d(PM({a,b}),d'),d(c', PM({e, f})}. ~ (2.10)

_>
Por la Proposicién 2.2.9 tenemos que PM ({e, f}) € bc. Consideremos las
siguientes dos posibilidades:

a) @b C a6 abc be

Sin pérdida de ggneralidad supongamos que pasa lo primero. Dado que

PM({e, f}) € bc obtenemos que d(g', PM({a,b})) = d(g5w) a5 )-
T2 T2

Utilizando el Corolario 2.2.7, (2.4) y el Lema 2.0.9 se tiene que

— §(B)

d(g', PM({a,b})) < d(a,b) + )M) <2H(A,B). (2.11)

%
Por otro lado, como ¢ € & y PM({e, f}) € bc, entonces
d(c, PM({e, f})) = d(h4y, iz ) y por el Corolario 2.2.7, (2.4) y el
R

Lema 2.0.9 tenemos que

d(c, PM({e, f})) < d(c, f +‘—5() <2H(A,B). (2.12)

b) b ¢ @ty ?¢m
Sea v = ? N bc N at. Por la Proposicién 2.2.11 tenemos que ¢ € i
y como PM({e, f}) € bc entonces PM({e, f}) € e@ 6 PM({e, f}) €
. Asi, en cualquier caso d(¢/, PM({e, f})) = d(}a, fos ), y por el
Corolario 2.2.7, (2.4) el Lema 2.0.9 se tiene que ’ ’
B)‘ <2H(A,B). (2.13)

d(c, PM({e, f})) < d(c, f) + ‘MA) ;

Por otro lado, como PM({a,b}) € %,PM({e,f}) € 2, entonces

tenemos las siguientes opciones:

1) PM({a,b}) € 04y PM({e, f}) € .
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2) PM({a,b}) € 5t y PM({e, f}) € vb.
3) PM({a,b}) € vby PM({e, f}) € W
4) PM({a,b}) € vby PM({e, f}) € ob.

Notemos que d(PM ({a,b}), g") = d(a5 g 5<B>) en las cuatro opciones.
Asi, usando el Corolario 2.2.7, (2.4) y el Lema 2.0.9 tenemos que
(

=)

4

d(PM({a,b}), ) < d(a,b) + ) ( <2H(A,B). (2.14)

Por lo tanto, (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) y (2.14) implican en esta
situacién que H(r(A),r(B)) < 2H(A, B).

3. Si §(B) = d(g, f)_> Observemos que en esta situaciéon solo se cumple que
ab ¢ at 'y ab Z be, en donde se satisface que H(r(A),r(B)) < 2H(A, B),
cuya prueba es andloga a la de la posibilidad (b) de 2.

Por lo anterior para el Subcaso b. obtenemos que H(r(A),r(B)) < 2H(A, B).
Concluyendo asi la demostracion del teorema. O

Corolario 2.2.13. Si X es un drbol, entonces Fy(X) es un retracto 16-Lipschitz
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Resultados

Tras la metodologia utilizada en esta tesis se destacan los siguientes resultados
ya conocidos:

= Se logro comprender la idea geométrica de la prueba de que Fy(I?) es ho-
meomorfo a I* pero que para n > 3, F,(I?) no es homeomorfo a ningiin
subconjunto de R?" y F,(I™) tampoco.

= Se demostré que todas las isometrias definidas en F},,(R™) vienen inducidas
de isometrias en R".

Y los resultados originales que obtuvimos a lo largo del desarrollo de este trabajo
son:

= Se demostr6 que F,,_1(X) es un retracto (6n + 1)-Lipschitz de F,(X) para
X un m-odo simple.

= Se probd que si X es un arbol entonces F,,_1(X) es un retracto 4-Lipschitz
de F,(X) paran < 3.

Y como consecuencia los siguientes:

Corolario 2.2.14. Sean n > 2. 51 X es un m-odo simple, entonces para toda
k < n se tiene que F(X) es un retracto L-Lipschitz de F,(X), donde L =
(6n+1)(6(n—1)+1)---(6(k+1))+1).

Corolario 2.2.15. Si X es un drbol, entonces F1(X) es un retracto 16-Lipschitz
de F3 (X)

I0)
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Discusion

Después de probar que para X un m—odo, F,,_1(X) es un retracto Lipschitz
de F,(X), ain quedan muchos problemas pendientes por contestar, como los
siguientes:

Problema 2.2.16. Mejorar la constante de Lipschitz de los teoremas 2.1.7, 2.2.8
y 2.2.12, asi como también de los corolarios 2.2.14 y 2.2.15.

Problema 2.2.17. Con relacion al Teorema 2.1.7, encontrar una constante de
Lipschitz que no dependa de n.

Problema 2.2.18. ;FEuzisten retracciones Lipschitz de F,,(X) en Fj.(X), para X
un drbol yn > 47

Y con respecto al Teorema 1.4.29, tenemos el siguiente

Problema 2.2.19. Seal,n € N conn > 2. ;Es x,, : (Isomg(X),0) = (Isomg(F,.(X)),o0)
un isomorfismo cuando X es un subconjunto convezo de R'?.
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Conclusiones

Nuestro objetivo principal fue estudiar los productos simétricos de espacios
euclidianos desde el punto de vista de la Teoria de funciones geométricas y sus
encajes bi-Lipschitz, el cual consideramos se cumplié. Mas especificamente pudi-
mos comprender la geometria que hay detras de los resultados clasicos probados
en [15], por R. Moslki. También aprendimos que la geometria de F,(R!) es muy
parecida a la de R tanto que todas las isometrias definidas en F,,(R') vienen indu-
cidas de isometrias en R, con [,n € N. Ademés se logré demostrar que F,_;(X)
es un retracto Lipschitz de F,(X) para X un m-odo simple. Para X un arbol,
no dimos una respuesta tan general como para los m—odos, pero obtuvimos que
F,—1(X) es un retracto Lipschitz de F,(X) cuando n < 3.
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Lipschitz retractions on symmetric products of trees
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Abstract

Given a continuum X and a positive integer n, F,(X) denotes the hyperspace of non-empty
subsets of X with at most n elements, endowed with the Hausdorff metric. In this article, given X
a simple m-od, we prove that Fy,_1(X) is a (6n + 1) - Lipschitz retract of F, (X) for every n > 2,
and that F,—1(X) is a 4- Lipschitz retract of Fy,(X) for X a tree and n = 2, 3.
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1 Introduction

A continuum is a non degenerated compact connected metric space. Given n € N, the n-fold symmetric
product of a continuum X, F),(X), is defined as the space of non-empty subsets of cardinality at most
n, endowed with the Hausdorff metric. The symmetric products were introduced by K. Borsuk and S.
Ulam in [2].

A map f : (X,dx) — (Y,dy) is called Lipschitz if there is a real number L > 0, such that
dy (f(a), f(b)) < Ldx(a,b). A subset Y of a continuum X is a Lipschitz retract of X if there exists a
Lipschitz map r : X — Y that fixes Y pointwise. Notice that F}(X) C Fp(X) C F3(X) C ---. L. V.
Kovalev proposed the following interesting problem in [5, Problem 4.1, p. 806]:

Problem 1 Characterize the metric spaces X such that Fi,(X) is a Lipschitz retract of F,,(X) when-
ever k <n.

In general there are no retractions r : Fy,(X) — Fi(X) (with 1 < k < n), for example if X is the circle
St it is known that F»(X) is homeomorphic to the Mdbius band, see [2, p. 887], where Fy(S') could
be identified with its border, also R. Bott in [3] proved that F3(X) is homeomorphic to the 3-sphere,
S3. However, F;(S!) is embedded in the form of a trefoil knot in F3(S') as shown by J. Mostovoy in
[8]. In a positive way, L. V. Kovalev in [5, Lemma 4.2, p. 806] showed that for any connected and
non-empty subset X of the real line, there exists r : F,(X) — Fy(X) a Lipschitz retraction. In [1]
and [4], Lipschitz retractions are studied in symmetric products of Hadamard spaces and [6] on Hilbert
spaces of finite and infinite dimensions.

In Section 3 of this article we prove that for every n > 2, F,,_1(X) is a (6n + 1)-Lipschitz retract of
F,(X) for X asimple m-od, and in Section 4 we prove that if X is a tree then F,,_;(X) is a 4-Lipschitz
retract of F,,(X) for n = 2,3. At the end of this paper, some questions are proposed that remain open.

2 Preliminaries

Given a continuum X with metric d, a € X, A C X and € > 0. By(a,¢) denotes the open ball of radio
€ with center in a and we define
Ba(A,e) = | J Ba(a, ),

acA
dist(a, A) = min{d(a,b) : b € A}.

Let n € N. We consider
F,(X)={ACX:1<|A|l <n}



with the Hausdorff metric given by
H(A,B)=inf{e > 0: A C By(B,e) y B C By(A,¢)}
= i B i A
max{rr?eai(dlst(a, ),rgleaé(dlst(b, )}

for any A, B € F,,(X).

A finite graph is a continuum that can be written as the union of a finite number of arcs, which
we will call edges, say ej,ea,...,ey,, such that e; intersects e; only on one or both end points, to
i,5€{1,...,n} with i # j.

A tree is a finite graph without subspaces homeomorphic to the circle S'. Given m € N, a simple
m-od is a tree with m edges ei, e, ..., en, such that e; Ne; = v for any ¢ # j and v a fixed point.
Let A € F,,(X). If |A| = n, we define §(A) = min{d(a,b) : a,b € A,a # b} otherwise §(A) = 0.

The following lemma is easy to verify.

Lemma 2 Let (X,d) be a metric space and A,B € F,(X). If a € A then there is b € B such that
d(a,b) < H(A, B). Moreover, dist(a, B) < H(A, B).

Note that the previous lemma is valid if A and B are elements of the hyperspace of closed subsets of
X. The next lemma shows that the function § : F,(X) — [0, 00) is Lipschitz.

Lemma 3 Let (X,d) be a metric space. If A, B € F,(X), then |6(A) —§(B)| < 2H(A, B)

Proof. To prove this lemma we consider two cases:

Case 1. If 6(A) = §(B), then |6(A) —§(B)| =0 < 2H(A, B).

Case II. If 6(A) # 6(B). Suppose that A = {a1,...,a,} and B = {by,...,b,}. Without loss of
generality we can assume that 6(A) > §(B). Let by and by such that 6(B) = d(by, b2), in case §(B) = 0,
we consider b; = bs.

By Lemma 2 we have that there exists aq,as € A such that

d(bl,al) § H(A,B) and d(bg,ag) S H(A,B) (1)
For the other hand
d(ahag) §d(al,bl)+d(b1,b2)+d(b2,a2). (2)
So, by (1) and (2) we obtain,
d(al,ag) —d(bl,bg) S 2H(A,B). (3)
Similarly,
d(bl,bg) 7d(a1,a2) S 2H(A,B) (4)

Therefore by (3) and (4),
| 6(4) — 8(B) |<] d(by, ba) — dlar, a2) |< 2H(A, B).

The lemma is demonstrated. m

3 Simple m-ods

In this section we prove that for any simple m-od it is satisfied that its k-th symmetric product is a
Lipschitz retract of its n-th symmetric product for 1 < k < n.
Let m € N, in this section we consider a simple m-od, X, defined in the following way

where Ty = {(x1,0,...,0) e R™ : 0 < z; < 1} and T, = {(0,...,2k,...,0) € R™ : =1 < x, < 0}

m

for k = 2,...,m. We consider X with the given metric by d(z,y) = Z |x; — y;| for any & =
i=1

(X1, s Tm) ¥y = (Y1, Um) € X.



For each i = 1,...,m, m; : R™ — R denotes the i-th projection given by m;((x1,...,Zm)) = z;. Given
a,b € T; we say that a < b if and only if m;(a) < m;(b).
Given A € F,(X), for each i = 1,...,m; suppose that ANT; = {t},... .} with tj_, < ¢} for
1=2,...,1;

For each a € A we define @’ in the following way:

e If a € T, then a = t; for some j € {1,...,71}; thus

a = () = (max{o i (t (Zrlﬂ) } 0,. .,0) :

o IfacT fori#1 thena:t;- for some j € {1,...,r;}, thus
a = () = (0,...,min {0, m(t}) + (n — §)5(A)} ,...,0).
Proposition 4 Ifa € T; thena' €T} and o’ < a.

Proof. Since a € T} then a = t]l for some j € {1,...,r}.
For the first part, notice that

Ogm(a’)zmax{o ™ ( (Zﬁ-ﬂ) } <mi(t;) =m(a) <1,

soa’ €T.
For the second part, since 0 < 7 (a) and

mi(a) - (Z " +j> 5(4) < m(a),

1=2
then max {0 m1(t Zrl +37)6 } < mi(a). Therefore o’ < a. ®

Proposition 5 Ifa € T; for some i € {2,...,m} then a’ € T; U {6} and a < a'.

Proof. As a € T; then a = t/, for some j = 1,...,7;. Thus —1 < m;(t%) < 0 and since (n — 7)3(A) > 0,
we have that m(t;) <m (t;) + (n —7)6(A) and since ; (t;) < 0 we obtain

—1 < mi(th) < m (%)) = min {0, () + (n — j)3(A)} <0
that is to say, (0,...,—1,...,0) <a < a’ <0. Therefore a < a’ and o’ € T, U {0}. m

Proposition 6 If t
()"

Proof. We consider two cases:

€ T; for some i € {1,...,m} and for some j € {2,...,r;}, then (¢ 1)/ <

Jl’J Jj—

e Case I. Suppose that ¢ = 1. By definition of 6(A) we obtain
T (1) +6(A) < m(t])
thus,

- (Zn + - 1>> 5(A) = m(th ) +8(4) - (Zn +j> 5(4)
1=2 1=2
<y ( tZ (Z T —|—]>

Then,

m (65 1)’)=maX{0 mi(t51) — <Zrz+(j—1)> 5(A)}

=2

< max {0 1 (t <Z T +]> } = Wl((tz‘)/)-

Therefore (t}5_;)" < (t!)".



e Case II. Suppose that i € {2,...,m}. By definition of §(A4) we have that
mi(t5_1) +0(A) < mi(t),
then
mi(ti_1) + (n—j+1)5(A)
Therefore (t5_,)" < (t}). =
Proposition 7 Ifc,d € A are such that §(A) = d(c,d), then ¢ =d'.

Proof. We consider the following three cases:
Case I. If ¢,d € Ty then ¢ =t ; and d = t] for some j € {2,...,71}. Since §(A) = d(c,d), we have
that m (t;_,) + 6(4) = mi(t]), thus

m(t; ) + 6(A) - (ir} +j> §(A) =m(t)) — (ir; +j> 5(A
=2 =2

as 6(A) — (Z i —|—j> (Z ri+(G—1) ) 0(A), we obtain
1=2
(Zn (-1 ) 5(A) =m(t;) - (Zr} +j> 5(A)
1=2

771((1?;'-_1) )= maX{O m(t <Zrl +(G-1) > (A)}

= max {O m(t (Z T +]> } = Wl((t;‘)/)~

Therefore ¢/ = (t5_,)" = (t}) = d'.
Case IL If ¢,d € T; for some i € {2,...,m}, then ¢ = t}_, and d =t} for some j € {2,...,7;}.
Since §(A) = d(c,d), we have that m;(t’_;) + 6(A) = m;(t), then
mi(th 1) + 6(A) + (n— j)6(A) = mi(t) + (n — j)I(A).
As §(A)+ (n—5)8(A) = (n—j +1)5(A) we obtain

Thus

mi(t5_1) + (n = (j = 1))6(A) = mi(t]) + (n — 5)3(A).
Thus

mi((t5_y)") = max {0, m1 () — (n — (7 — 1))5(A) }
= max {0, 771(153-) —(n— j)é(A)} = wl((tg»)’).

And in this case it is also concluded that ¢/ = (t}_ 1)’ = (t} )’ d.
Case IIl. c€ T, d € T, with v # v and u,v € {1,.
We consider the following two subcases:

Subcaso I. c € T1 or d € T7. Without loss of generality suppose that ¢ € T3, then ¢ = t} for some
je{l,...,m}.
Notice that

(A) = d(c,d) = d(m1(c),0) + d(0,m1(d)), (5)
,00=0

=2
then 71 (c) — Zrll +j> d(A) < 0. Hence

maX{O mi(e (in +g> } 0.



Thus ¢/ = 0.

Subcase II. ¢ € T; o d € T; for some ¢ € {2,...,m}. Without loss of generality suppose that
¢ € T, thus ¢ =t for some j = 1,...,7;.
By 5 we have that

0= Wi(d) + d(ﬂ'z(d), 0)
< mi(d) +d(mi(d),0) + d(0,mi(c))
=m;i(d) + 6(A) < m(d) + (n — j)6(A)
Thus,
min {0, m;(c) + (n — 5)6(A)} =0
that is, d’ = 0.

Therefore ¢ =d'. m
Lemma 8 If A= {ai,...,an} € F,,(X) then
max {d(ag,a},) : k € {1,...,m}} < nd(A).

Proof. To prove this lemma we require the following cases:
Case I. If |A| < n. By definition we have that §(A) =0 and a, = aj, for each k € {1,...,m}. So

max {d(ag,a}) : k€ {1,...,m}} =0 < nd(A).
Case II. If |A| = n. We consider the following two subcases:
e If a;, € T} then a, = t; for some j € {1,...,7r1}, by Proposition 4 we have that aj < aj, and

m
since Zrl +j5<n
1=2

d(ag,al) < ’ﬂ'l(t;) — (ﬂl(t;> — (i ] +j> 5(14)) ’
1=2
’ (Zm +j> 5(14)‘

I
[
3
+
.
N———
=
=

e If a; € T;, for some i € {2,...,m}, then a;, =t} for some j € {1,...,7;}. Hence,

d(ar, ay,) < |mi(th) — (mi(th) + (n — 5)6(A)) |
= (n—7)0(A)
< no(A).

Thus the lemma is demonstrated. m
Now, for n > 2 we define the map r : F},(X) — F,,_1(X) given by:

{da},...,al} si|Al=n,
r(A) = (6)
A si |A] < n.

By the propositions 4, 5, 6 and 7 we have that r is well defined. Next we will show an important
property of the map r that will be very useful in order to prove the main theorem of this section.

Lemma 9 If A= {a1,...,an} € F,,(X) then

H(A,r(A)) < max{d(a,a}) : k€ {1,...,m}}.



Proof. For the proof of this lemma we consider two cases:
Case I. If |A| < n, by definition we have that r(A) = A, so

H(A,7(A)) =0 < max{d(ag,a;): k€ {l,...,m}}.

Case II If |[A| = n.
Since

H(A,7(A)) = max{maxdist(a,r(A)), max dist(a’, A)},

acA a’er(A)

it is enough to demonstrate the following two things:
i) maxgea dist(a,r(4)) < max{d(ax,a}) : k€ {1,...,m}}, and

i) max,/ep(a)dist(a’, A) < max{d(ax,a},) : k€ {1,...,m}}.
To show i), given a; € A with j € {1,...,n}, we have that
dist(a;,7(A)) = min{d(a;,a})la; € r(A)}
< d(aj’a;‘)
<

max {d(ag,a))|k=1,...,n}.
Similarly to prove ii), let a’; € r(A) with j € {1,...,n}, then we have that

dist(a}, A) = min {d(a},a)la € A}
< d(aﬁa;‘)

max {d(ag,a))|k=1,...,n}.
Therefore, if |A| = n we obtain

H(A,7(A)) < max{d(ax,a})|k=1,...,n}.m

Theorem 10 Let n > 2. If X is a simple m-od then F,,_1(X) is a Lipschitz retract of Fp,(X).

Proof. Tt suffices to prove that the retraction r given in (6) is Lipschitz, for which we consider two
cases:

Case I. A = B.

Clearly in this case the Lipschitz inequality is satisfied since

H(r(A),r(B))=0= H(A, B).

Case II. A # B.

In this case, consider the following two subcases:
Subcase 1. 6(A) < 2H(A, B).

By Lemma 3 we have that

5(B) <|3(B) — 3(A)| +5(A) < 2H(A, B) +6(A)
< 2H(A,B) 4+ 2H (A, B) = 4H(A, B).

Thus, also applying lemmas 8 and 9 we obtain
H(r(A),r(B)) < H(r(A),A)+ H(A,B)+ H(B,r(B))
<ndé(A)+ H(A,B) 4+ ndé(B)

<2nH(A,B)+ H(A,B) +4nH(A, B)
— (6n+ 1)H(A, B).



Subcase II. §(A) > 2H (A, B).

Under these circumstances notice that §(B) > 0, otherwise by Lemma 3 we have that §(A4) = [6(A4) —
0(B)| < 2H(A, B), which is a contradiction.
From the above |A| = n = |B|. Thus, we suppose that A = {ay,...,a,}, B = {b1,...,b,} and let

= H(A, B).
Claim a) BN B.(ax) # 0, for each k € {1,...,n}.
Indeed, by Lemma 2 we have that there exists b € B such that d(ag,b) < H(A,B) and thus b €
BN Bg(ak).
Claim b) Given j,k € {1,...,n} with k # j, B-(ax) N B:(a;) = 0.
Indeed, if p € B.(ax) N B:(a;), then d(ax,p) < H(A, B) and d(a;,p) < H(A, B) and so we have that
2H(A,B) < §(A) < d(ag,a;j) < d(ak,p) + d(p,a;) < 2H(A, B), which is not possible.
By claims a) and b) for each k € {1,...,n}, there is a unique s(k) such that by € B:(ax). Also ay
and by, satisfy the following claim.
Claim c) d(aj, b)) < 2n+ 1)H(A, B).
For the proof of this claim we consider the following four cases:
Case i) ax € T; for some i € {2,...,m} and by € T1.
By propositions 4 and 5 we have that a; < a) and b;(k) < by(ky, so d(ay, b’s(k)) < d(ak, b)) and since
bs(k) S Bg(ak)’ then

d(a;cab/s(k)) < d(ar,bsm)) < H(A,B) < (2n+1)H(A, B).

Case ii) ag, by € T; for some i € {2,.. m}.
In this case we have that az, =t} and byxy = s%. Let p = m;(t})+(n—4)8(A) and ¢ = m;(s%)+(n—75)5(B).
Thus, m;(a},) = min{0,p} =~ 2"" and m(bs(k)) =min{0,q} = q72|q|. Then,

d(ay, s(k

)

‘ Ipl (q—lql)

S0,
2d(aj,, b)) = ‘(p —q) + (lgl - Ipl)‘ <lp—al+Ilql —pl|.
Since |lg| — |pl| < |p — ql, we have 2d(aj, b)) < 2|p — g|. So, by Lema 3 we have that

d(a, b)) < Imit5)+(n—75)0(A) = (mi(s5) +(n—35)d(B))]
< |mi(t;) — (mi(s3)| + (n — 5)|6(A) — 6(B)]
< H(A B) + 2nH(A, B)
= (2n+ 1)H(A, B).

Case iii) ag, bsx) € T1.
In this case we have that a; = tjl and by(x) = s}‘
m

Letp:m(t}) — (Zrl—i-j) 5(A) andq:wl(sjl) < Tl+j>
1=2

Hence, m;(a},) = max {0,p} = and 7; (b ;) = max {0, ¢} = 5%

Continuing as in Case ii) we obtain d(aj, b)) < (2n+ 1)H(4, B)

Case iv) ap € Ty, and by € T, with u,v € {2,...,m} and u # v.

By Proposition 4 we have that aj < aj, and byxy < b/ (k> thus

p+lp|
2

d(a’;cab/s(k)) < d(ak,bs)) < H(A,B) < (2n+1)H(A, B).

This concludes the proof of Claim c).
Now remember that

H(r(A),r(B)) = max {argz)i) dist(a’, r(B)), b/%lz}é) dist(b’,r(A))} .

Without loss of generality, suppose that

H(r(A),r(B)) = argfu(;;) dist(a’,r(B)).

Then for some j € {1,...,n},



H(r(A),r(B)) :dist(a;-m(B))
< d(aj, bj)
< maxy, d(ay, b))
<(2n+1)H(A,B)
< (6n+1)H(A,B).

Therefore in any case we have that
H(r(A),r(B)) < (6n+1)H(A, B).

That is, r is (6n + 1)— Lipschitz. m
By [7, Proposicién 2.1.3, p. 10] we have the following corollary

Corollary 11 Let n > 2. If X is a simple m-od, then for all 1 < k < n, Fyp(X) is a L-Lipschitz
retract of Fy,(X), where L = (6n+1)(6(n —1)4+1)---(6(k+ 1)) +1).

4 Trees

Let X be a tree, let’s assume that the metric d in X is the arc length metric. Also, suppose that each
edge e; of X has length one.

Given a,b € X, c% denotes the arc that goes from a to b. Given 0 < A < d(a,b), we define alj\ as
the only point in the arc c% such that d(a, alj\) = X and we define the midpoint of {a,b}, denoted by
PM ({a,b}), as the only point in the arc ab such that d(a, PM({a,b})) = d(PM({a,b}),b).

Remark 12 Let a,b,c € X. Then c € ab if and only if d(a,b) = d(a,c) + d(c,b).
Proposition 13 Let a,b,v € X and 0 < A < d(b,v). Ifb € at then d(ay,b3) = d(a,b).

Proof. We congider two cases:

Case I. b € ajv.

By Remark 12 d(a¥,b}) = d(a¥,b) + d(b,b}) = d(a,b) — A+ X = d(a,b).

Case II. af € bby.

Since d(a,b}) = d(a,b) + A, then d(a}, b}) = d(a,by) — d(a,ay) = d(a,by) — A =d(a,b). m

Proposition 14 Let a,b,v € X, 0 < X < d(a,v) and 0 < k < d(b,v). Ifb € ab, then d(af,b?) <
d(a,b) + |\ — K|

Proof. Notice that if A = k, then Porposition 13 give the equality. Now if A\ # k, let’s consider the
following two cases:

Case I. b € ajv.

By Remark 12, d(a¥,b2) = d(a¥,b) + d(b,b%) = d(a,b) — A + k < d(a,b) + |\ — k.

Case II. af € %

i) Ifaf € IE}}, then d(a¥,by) = d(a¥, a) — d(a,b) — d(b,bs) = —d(a,b) + A — k < d(a,b) + |A — k|

if) If o2 € w, then d(a¥,by) = d(a,b}) — d(a,a}) = d(a,b) + d(b,b%) — d(a,a}) < d(a,b) + |A —k|. =

Proposition 15 Let a,b,v € X, 0 < XA < d(a,v) and 0 < k < d(b,v). Ifv € %, then d(a¥,by) <
d(a,b).

Proof. By Remark 12 d(a,b) = d(a,ay) + d(a},b?) + d(b2,b) = A+ d(ay,bl) + k. So d(a},bl) =
d(a,b) — (A + k) <d(a,b). =

Proposition 16 Let a,b,v € X, 0 < A < min{d(a,v),d(b,v)}. Ifa & E? and b & @b, then d(af,by) <
d(a,b).

_>
Proof. Ng;ce that if A = 0 then the equality follows. Suppose that A > 0, let z € ab N bo such that if
w € ab N by thgn wb C z0. We consider the following three cases:
Case I. a} € bv and b§ € ab.

Without loss of generality, suppose that d(a, z) < d(b,z). Let a’ € bo such that ay = a’y. Note that
d(a’,b) < d(a,b), thus by Proposition 13 d(a}, ) = d(a’,v) < d(a,b).



%
Case II. af € bv and b ¢ at.
The justification in this case is analogous to the one in Case I.

Case III. a} ¢ b—v> and 0% ¢ at.

In this case, note that af = a} and b§ = b3, so by Proposition 15, d(a},by) < d(a,b). =

The proof of the cases that are considered in the following proposition’s demonstration is similar to
those used to prove the previous proposition.

Proposition 17 Let a,b,v € X, 0 < XA < d(a,v) and 0 < k < d(b,v). Ifa & ﬁ and b ¢ ab, then
d(ay,by) < d(a,b) + |\ — &l

From the previous propositions we obtain the following corollary.
Corollary 18 Ifa,b,v € X, 0 <X <d(a,v) and 0 < k < d(b,v), then d(a¥,b’) < d(a,b) + |\ — K.

Theorem 19 Let X be a tree. Then the map r : Fo(X) — F1(X), given by r(A) = {PM(A)} is
4— Lipschitz.

Proof. Let A, B € Fy(X). Note that H(A,r(A4)) = @. For the proof of this theorem we consider
three cases:

Case I. If |A| =1 = |B|. Then H(r(A),r(B)) = H(A, B).

Case II. If |A] = 2 and |B] = 1. Note that in this case @ < H(A,B), thus H(r(A),r(B)) =

H(r(A), B) < H(r(A), A) + H(A, B) < *4) | H(A, B) < 2H(A, B).

Case III. If |A| = 2 = | B|. We consider the following two subcases:
Subcase a. H(A,B) > &;).
In this case it is true that

H(r(A),r(B)) < H(r(A),A) + H(A, B) + H(B,r(B))

= @+H(A,B)+5(TB).

Now we consider the following two situations:
i) If 6(B) < §(A), it is satisfied that

H(r(A),r(B)) < H(A,B)+6(A) < H(A,B)+2H(A,B) =3H(A,B)
ii) If 6(B) > §(A), then by Lemma 3 we get
5(B) < 2H(A, B) + §(4) < 4H(A, B),

and thus

Subcase b. H(A, B) < @.
Let A ={a,c} and B = {b,d}, suppose that H(A, B) = d(a,b), then by Corollary 18 and Lemma 3 we
obtain

Therefore, r is a 4—Lipschitz retraction. m
Now we will prove that F5(X) is a Lipschitz retract of F5(X), for which we require the following results.

Proposition 20 Let a,b,d,e € X. If d(a,d) < “%2 and d(b,e) < ““Y) then PM({d,}) € ab.

Proof. For the proof of this proposition we consider three cases:
Case I. d,e € i.

) —
If this happens then PM ({de}) € de C ab.
CaseII.de%butegéa ,oreeﬁbutdgé%.

Without loss of generality, suppose that d € % but e ¢ c%. In this situation we consider the following
two subcases:



Subcase a. ab C at. Note that PM({d,b}) € ab and since d(b,e) < d(b,d) then PM({d,e}) =
PM({d,b})%,.., € ab.

Subcase b. ab ¢ at. In this subcase we have that there exists ¢ € ab such that d(b,e) = d(b,t)+d(t,e).
Since d(a,b) = d(a,d) + d(d,t) + d(t,b) and d(b,e) = d(b,t) + d(t,e), then d(d,t) — d(t,e) = d(a,b) —
d(a,d) — d(b,e) > 0 and so d(d,t) > d(t,e). Since d,t € a?7 then PM({d,e}) = PM({d,t})%¢.. €
at c ab.

Case IIl. d,e ¢ %_.)We consider the following two subcases:

Subcase a. ab C de. By Case IL PM({d,b}) € ab and d(e,b) < d(a,b) < d(d,b), then PM({d,e}) =
PM({d,b})%,.., € ab.

Subcase b. ab ¢ de. Let s, ¢ such that d(a,d) = d(a, s) + d(s,d) and d(b,¢) = d(b, t) + d(t, ¢).
i) If St C %. Since st C d—>6, applying the Subcase a. PM({d,e}) € st C ab.
ii)If 5t 04 % and % o St. In this situation we have that ¢ € ﬁ or s € %, without loss of generality
suppose that ¢t € ab. Applying Case II. we have that PM({d,t}) € at and since d(t,e) < d(t,d) then
PM({d,e}) = PM({d,t})%.., € at C ab. m

-2

Proposition 21 Let x,y,z € X be three different points. Then |@ N y? N 3@| =1.

Proof. Since X does not have simple closed curves we have that the two following things are satisfied:
1. Zj Nzt is {x} or an arc contained in zj, and
2. TN ZYis {y} or an arc contained in .

Notice that zf N 24 = {z} and TGNz = {y} cannot happen otherwise we would have a simple closed
curve.

o If Nzt = {z} and Z{ N 4 is an arc contained in 77 then Z§ N yZ N z7) = {z}.
e If ) N Z# is an arc contained in Z7j and Zj Nz = {y} then Zj N 72 N z) = {y}.

If @ N z# is an arc contained in ﬁ/ let’s say o4 and @ N ﬁ/ is an arc contained in @ let’s say @,
since X has no simple closed curves then v = w and thus Zj) N y2 N Z7) = {v}.m

Proposition 22 Let xz,y,z € X be three different points. If d(z,y) < d(z,z) and d(x,y) < d(y, 2)

then ziféfw’y}) € ﬁ, where v is the point that guarantees the previous proposition.

Proof. Let 2’ = ziiwy(){my}) For the proof of this proposition, we consider the following two cases:

2
Case I.v=xzorv=y.

Without loss of generality, suppose that v = x. Notice that z ¢ Z{ and since d(z,7) < d(z,x) <
d(z, PM({z,y})), then 2’ € Zt.

Case II. If v # z and v # y.

In this case we note that d(z,2') = % < max {d(z,v),d(v,y)} < d(v,z) and therefore 2’ € z0. m

Theorem 23 Let X be a tree and r : F5(X) — F2(X) given by

{PM({a,b})mf(%({a’b})} if [A] =3,

r(A) = (7)
A if [A] < 3,

where A = {a,b,c} and a,b are such that 6(A) = d(a,b). Then r is 4-Lipschitz.
Proof. Let A, B € F3(X). Notice that H(A,r(4)) = %. We consider the following three cases:
Case I. If |A| < 3 and |B| < 3, then H(r(A),r(B)) = H(A, B).
Case II. If |A| = 3 and |B| < 3, notice that &QA) < H(A, B), then

H(r(A),r(B)) <2H(A,B),

10



its proof is identical to Case II. of Theorem 19.

Caso III. If |A| = 3 = |B|. We consider the following two subcases:

Subcase a. If H(A,B) > @ then H(r(A),r(B)) < 4H(A, B), the proof is identical to Subcase a.
of Case III. of Theorem 19.

Subcase b. H(A, B) < &QA). Suppose that B = {d, e, f} such that d(a,d) < L;), d(b,e) < &;) and
de, f) < &QA). Notice that

H(AaB) = Inax {d(a7d)>d(b> 6)7d(ca f)} . (8)
From here we have three situations, §(B) = d(d, e), 6(B) = d(e, f) or 6(B) = d(d, f).

1. If 6(B) = d(d,e). Let ¢ = c%({a’b}) and f' = f%({d’e}). Note that in this situation
H(r(A),r(B)) < max {d(PM({a,b}), PM({d,e})),d(c, f')} . (9)

On the other hand, by Proposition 20 we have that PM ({d,e}) € ab and thus
d(PM({a,b}), PM({d,e})) =d (a%(m,d’}(b)) then by (8), Corollary 18 and Lemma 3 we have
that ’ i

d(PM({a,b}), PM({d, e})) < d(a, d) + ‘w‘ < 2H(A, B). (10)

Now we will prove that d(¢, f') < 2H(A, B), for this purpose we consider the following two
situations:

(a) ﬁcﬁorzcb_é.
Without loss of generality suppose that the first happens, then by Corollary 18, (8) and

Lemma 3 we have that

A1) = dei, fiw) < dle. )+ | "B comamy

(b) ab ¢ @ and @¢ be.
Let v = ab N b N @ Since PM({a,b}),PM({d,e}) € c%, then we have the following two
options:
i. PM({a,b}),PM({d,e}) € v4 or PM({a,b}), PM({d,e}) € vb. Without loss of gene-
rality suppose that the first happens, then d(¢, f') = d(c%.,, 55, ), thus by Corollary
T T
18, (8) and Lemma 3 we obtain

d(c, f') < d(c, f) + |w

| <2H(A, B). (12)
ii. (PM({a,b}) € ab and PM({d,e}) € vb) or (PM({a,b}) € vb and PM({d,e}) € ab).
Without loss of generality suppose that the first happens. Note that in this situation

— —
v € be. Thus, by Proposition 22 we have that ¢ € ¢ and f’ € fv, which implies that
d(d, f') = d(c%ay, fis) ). By Corollary 18, (8) and Lemma 3 we have that
2 2

A, ) < dee, 1)+ |20

Therefore, (9), (10), (11), (12) and (13) imply in this situation that H(r(A),r(B)) < 2H(A, B).

| <2H(A, B). (13)

2. If §(B) =d(e, f). Let d' = dbM eI and ¢ be as in the previous situation. Notice that in this

5(B)
2
situation

H(r(A),r(B)) < max{d(PM({a,b}),d"),d(c’, PM({e, f})} (14)

%
By Proposition 20 we have that PM ({e, f}) € bc. We consider the following two possibilities:

11



jc%or%cbc

Without loss of generality, suppose that the first thing happens. Since PM ({e, f}) € bc we
get

d(d’,PM({a,b})) = d( CMTB)aaCMzA))-

Using Corollary 18, (8) and Lemma 3 we obtain
(', PM({a,0)) < d(ab) + | "D < op(a ) (15)

On the other hand, since ¢’ € b and PM({e, f}) € b_c>, then
d(c',PM({e, f})) = d(c%4,, f5,) by Corollary 18, (8) and Lemma 3 we have
T e

ate. P (fe. 1) < de. ) + |22 E <oma ), (16)

(b) ?gz?and?gzzac
Let v = abn be N a. By Proposition 22 we have that ¢ € ¢ and since PM({e, f}) €

be then PM({e, f}) € & or PM({e, f}) € . Hence, in any case d(¢/, PM({e, f})) =
d(cd(A) , fd(B)) by Corollary 18, (8), and Lemma 3 we obtain

ate. P (fe. 1) < de. ) + |2 B <oma ), (17)

On the other hand, since PM ({a,b}) € a?,PM({e,f}) € Z, then we have the following
options:

i. PM({a,b}) € vG and PM({e, f}) € vé.
ii. PM({a,b}) € 5 and PM({e, f}) € vb.
iii. PM({a,b}) € vb and PM({e, f}) € Bt.
iv. PM({a,b}) € vb and PM({e, f}) € vb.
Notice that in the four options d(PM ({a,b}),d’) = d(a%.,,d%s, ). Thus, using Corollary
18, (8) and Lemma 3 we have that

2 2

d(PM({a,b}),d") < d(a,b) + (w‘ < 2H(A, B). (18)
Therefore, (14), (15), (16), (17) and (18) imply in this situation that H(r(A),r(B)) <
2H(A, B).

_>
3. If §(B) = d(d, f). Observe that in this situation only @ ¢ at and @ ¢ bc are satisfied, where it
is true that H(r(A),r(B)) < 2H(A, B), which proof is analogous to that of possibility (b) from 2.

Therefore, from the Subcase b, we obtain that H(r(A),r(B)) < 2H(A, B). Concluding, thus, the proof
of theorem. m
Note that theorems 19 and 23 improve the Lipschitz constant for the case of m-ods.

Corollary 24 If X is a tree, then F1(X) is a 16-Lipschitz retract of F3(X).
To finish this paper we have the following problems

Problem 25 Improve the Lipschitz constant of theorems 10, 19 and 23, as well as corollaries 11 and

24.
Problem 26 Concerning Theorem 10, find a Lipschitz constant that does not depend on n.

Problem 27 Are there lipschitz retractions of F,(X) on Fi(X), for X a tree, n >4 and k > 17

12
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i visualizarse los metadatos del depdsito a peticion del

* depositante o autor, en caso de que algln visitante o usuario
desee el acceso al contenido completo del documento se
enviard un mensaje al depositante del documento a texto
completo solicitando su acceso, el depdsito sera incluido
en los resultados de biusqueda

. ¢. Embargado: esta caracteristica permite ocultar el documento
por un periodo de tiempo definido por el autor, unicamente
f podrdn visualizarse los metadatos del d99051to a peticion
del depositante o autor, llegada la fecha de fTinalizacion
de embargo el acceso al documento serd modificado a “acceso
abierto”, mientras el documento se encuentre oculto los
: metadatos seran visibles vy ' quedard incluido en los
| resultados de bdsqueda. '
| d. cCerrado: en este caso el depdsito no sera incluido en los
i resultados de blsquedas, el documento y los metadatos de
| depésito NO seran visibles para los usuarios.

[]

Para el caso de nivel de acceso Restringido, Cerrado o Embargo, se debera
contar con un motivo y fecha de término por el nivel de acceso elegido.

Asi mismo, conozco y acepto los términos del aviso de privacidad de la
UAEMex, mismo que puede Ser consultado en
http://web.uaemex.mx/avisos/Aviso_Privacidad.pdf; en este mismo acto
otorgo mi consentimiento, para que la Universidad Autonoma del Estado de
México, haga publicos mis datos personales referentes a nombres, espacilo
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académico, opiniones y/o conclusiones vertidas en el presente trabajo de
investigacién (tesis de grado y posgrado, articulos, libros, capitulos y
cualguier trabajo académico) derivado de las obligaciones comunes Yy
especificas que se tiene como Sujeto Obligado en materia de Trasparencia
y en cumplimiento a la Ley de Proteccion de Datos Personales en Posesion
de Sujetos Obligados

En pos a la proteccidn de datos personales de terceros, y en cumplimiento
a la lLey de Proteccion de Datos Personales en Posesidn de Sujetos
Obligados, estoy de acuerdo para que la tesis de mi autoria no contenga
documentos donde se visualicen datos personales sensibles gue puedan
afectar a terceros; tales documentos como voto aprobatorio, aceptacicn
de tesis, dedicatorias, agradecimientos, mismos que, de no ocultarlos,
seran visibles en el Repositorio Institucional de la Universidad autdnoma
Del Estado de México, haciéndome responsable de los mismos y sin previo
permiso de los terceros

Firmo de Conformidad vy bajo protesta de decir verdad

Nombre y Firma Mémim Ahé\f’{iﬂ :Re\.ie") Quiwﬁ

No. De Cuenta Oﬂi?)‘bol"))

NOTA: Esta carta, toda vez que el autor registre los campos de llenado y
las firmas correspondientes, debe digitalizarse y adjuntarse en el
dep6sito del Repositorio Institucional de la Universidad Autonoma del
Estado de México; misma gue no serd visible para consulta.

Conozco y acepto los términos de privacidad de la
Universidad Autdénoma del Estado de México
http://web.uaemex.mx/avisos/Aviso_Privacidad.pdf



Toluca, México a 22 de _lebvere de 2021

Hoja de datos del autor
Nombre: Movica Andrea EJLWES Q vivor
NOmero de cuenta (en caso de aplicar): qubOQB
Grado académico: Maestria
Programa educativo de procedencia (aplica solo en tesis):kaﬁﬁa én GemjaS(Hﬁaﬁ%umh
Institucion donde lahora: Facoltad A_e Liencias |
pomicilio: Cavretera To{uc;1~ (xHahoaea K 15.5 E.l Cenville Redras Blancas .
Teléfono/Fax: (322) ZQLDfBS'S?
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Correc electrdénico (preferentemente correo institucional): %cfandaséammwmﬁ_mlx

Nombre y firma

Nota: para el caso de que sean mds de un aulkor, se deberd imprimir esta dltima hoja de
“datos del autor” en relacion al nimero de autores.

Esta informacidén es recabada con fines administrativos

Conozco y acepto los términos de privacidad de la
Universidad Autdnoma del Estado de México
http://web.uaemex.mx/avisos/Aviso_Privacidad.pdf
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